الحلفات, الحلفيات الجر الخطي 


كتاب في الجبر يصف بنية الزمر الإبدالية والأشكال القانونية 
للمصفوفات من خلال دراسة الحلقات والحلقيات 


ب. هارتلي ت. ها وکس 
ا ا جامعة رارك 
ترجمة 
يوسف عبدالله الخميس أحمد حميد شراري 
قسم الرياضيات» كلية العلوم 
جامعة الملك سعود 
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مقدمة المترجمين 


لعل من أسس العمل الأكاديمي الرجوع إلى المصادر الرئيسة في الاختصاصات 
المختلفة والترجمة أحد مصادر الاتصال الحضاري بين الأم وتداخل حضاراتها . 

لا شك أن الأساتذة الزملاء والدارسين» يستشعرون النقص الذي تعانيه المكتبة 
العربية فى حقول الرياضيات المختلفة ؛ سواء من الكتب المؤلفة أو المترجمة . ونرجو 
أن يكون في تجريتنا المتواضعة هله بعضن ما يقيد في إثراء الكتبة العربية في حقل 
الرياضيات . : 

لعل قيامنا بتدريس احبر الخطي ونظريتي الزمر والحلقات» قد ولد لدينا الرغية 
بضرورة أن يتوافر للدارس العربي» ما يمكن أن يعينه في فهم هذه الموضوعات الجوهرية 
فى الرياضيات . كما كان اتصالنا بمادة الكتاب من خلال تدريسناء حافر لتقديمه إلى 
فل كما بد القار ى فى فة المؤلفنالأمياف الأخرى ال :دمع رة 
الا ٠‏ 0 
أيها القارئ الكريّم » إن إحدى المصاعب في الترجمة إلى اللغة العربية هي 
اختلاف المصطلحات من بلد عربى إلى آخر» وللتوحيد - قدر الإمكان فى هذا المجال 
- كان مرجعنا ما آثفق غليه مكب تتسيق التعريب في الرباط التابع للمنظمة العربية 
للثقافة والتربية والعلوم» ومعجم الرياضيات الذي أصدرته» مشكورة» مؤسسة 
الكويت للتقدم العلمي . 


9 الحلقات» والحلقيات والحبر الخطى 


وأخيرا يسرنا أن نوجه الشكر لمركز الترجمة فى جامعة الملك سعود على تبنيه 
ریب الام اشام ومر ا على رالات كما شخص بالشكر وال نان 
جامعة الملك سعود على تشجيعها وتبنيها نشر هذا الكتاب راجين من الله العلي القدير 
أذ ونش هاا لطبو حدق المد و الا و دغر إن هرب العاليق: 

وفي الختام نستميح القارئ عذرًاء إذا صادف بعض الهفوات والأخطاء الطباعية 
التي لا تخفى عليه . 


اعتمد هذا الكتاب على مجموعة محاضرات أعطيت لطلبة البكالوريوس في 
الرياضيات فى بداية المستوى الثانى فى جامعة وارك (اءنسمة8) فى بريطانيا . لقد 
اكد لطا ع هة المرحلة راف اسن الرياضيات» ذم فيه الترميز الحديث 
وبعض البنى الأساسية التي أصبحت الآن مألوفة لمعظم الطلاب عند انتهاء حياتهم 
المدرسية» ومقررا في الجبر الخطي . لذلك نفترض أن للطالب خلفية جيدة عن لغة 
المجموعات.» العمليات» التطبيقات وكذلك معرفة لا بأس بها بالفضاءات المتجهة. 
التحويلات الخطية والمصفوفات . 

لقد حاولنا خدمة جمهور واسع من طلاب الرياضيات في المرحلة الجامعية من 
خلال إعداد كتاب مقروء» ممتع» ويعطي في الوقت نفسه وصمًا دقيقًا عن كيفية تقديم 
فكرة جبرية أساسية معينة وتطويرها واستخدامها في حل بعض المسائل الجبرية الملموسة 
ومن بينها ما يلي : 
)غ0( كيف يتم تصنيف الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا؟ 
(ب) كيف نختار أساسًا لفضاء متجه مولد نهائيًا بحيث تكون مصفوفة تحويل خطي 
معين من الفضاء المتجه إلى نفسه, بالنسبة إلى الأساس المختار» ذات شكل منناسب 
يمكن التعامل معه بسهولة؟ 
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إن مفهوم الحلقية على حلقة» أساسي وهو فكرة لها أهمية مركزية في الجبر 
الحديث» وتجمع تحت نفس السقف كثير] من الأفكار المألوفة التي تبدو عند النظرة 
الأولى وكأنها غير مرتبطة . عندما نختار نوع ال حلقة المستخدمة» ونضع بعض القيود 
عليهاء يمكن تطوير بنية كاملة لحلقيات مأخوذة على هذه الحلقة. سندعم النظرية 
العامة ببعض الحالات الخاصة التي يكن التوسع في دراستها حتى تستخدم في 
التطبيقات. 

شمل الكتاب ثلاثة أجزاء . يختص الجزء الأول بتعريف المفاهيم والمصطلحات 
وتجميع الأفكار الأساسية» وتطوير نظرية التحليل إلى عوامل في حلقة تامة رئيسة 
سنحتاج إليها لاحقا. ويتعامل الجزء الثاني مع مبرهنات التفريق الأساسية التي تصف 
بنية الحلقيات المولدة نهائيًا على حلقة تامة رئيسة . ويغطى الجزء الثالث - ويمكن 
اعتباره أهم الأجزاء - تطبيقات لهذه المبرهنات . أك ااام ف 
تحت سقف تغيير الأساس » التحويلات الخطية من فضاء متجه إلى نفسه . ويتضح أن 
هذه المسألة مكافئة لإيجاد الأشكال القانونية للمصفوفات تحت تأثير التشابه» وبصفة 
خاصة شكل جوردان القانوني . هذه مسألة ذات أهمية كبيرة» وبالإضافة إلى ذلك» 
فهي تستخدم بشكل متكرر في كثير من الموضوعات الرياضية من المعادلات التفاضلية 
إلى الهندسة الإسقاطية . تزودنا لغة نظرية ال حلقيات بمفهوم بسيط ورائع لشكل جوردان 
القانوني » وتزداد أهمية هذه اللغة في الرياضيات ؛ لذلك يجب تقديمها في مرحلة 
مبكرة خاصة أنها تمثل في صيغتها البدائية نظرية الفضاءات المتجهة على حلقة عامة 
بدلا من حقل» ولذلك فإن مكانها الطبيعي يكون في «مقرر ثان في الجبر الخطي». إن 
الزئيق لاني والثالث يؤدياة دورين مكملن لبعضنهنها + حي تظهرالنظرية العامة 
وحدة المفاهيم في الجزء الثاني » وبساطة التطبيقات في الجزء الثالث» كما نلاحظ في 
الوقت نفسه أن التطبيقات في الجزء الثالث تزودنا بمبرر قوي للنظرية العامة وأساس 
راسخ وملموس لها. للحصول على معلومات إضافية عن تنظيم الكتاب يمكن للقارئ 
أن يرجع إلى مخطط انسياب الكتاب . 


تنظبم المو ضوعات 


يرمز المسار المستمر إلى الطريق الرئيسي خلال الكتاب. ويرمز المسار المنقط 
إلى طريق بديل لا يستمر إلى الموضوعين المذكورين أسفل المخطط . 


أساسيات الحلقات 
الفصول ١‏ 8 9 


نظرية التحليل 
حلقة إقليدية سم حلقة تامة رئيسة م حلقة تحليل وحيد 












أساسيات الحلقيات 
الفصلان ه, ١‏ 




















الفصل ٤‏ 
1 
س لكك س ضس ل لا ن LCL‏ 
تكافؤ المصفوفات على حلقة تامة رئيسة 
الفصل ۷ 
مبرهنات حول بنى الحلقيات على حلقة مبرهنات حول بنى اخلقيات على حلقة تامة 
قامة رئيسة - باستخدام طرق لا تعتمد رئيسة - باستخدام طرق المصفوفات . 
على المصفوفات . الفصل ۹ الفصلان ۷» ۸ 
1 ا 
1 کک 
RS 1‏ 9 
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ي الحلقات» الحلقيات والجبر الخطي 
ملاحظات للقارئ 

١‏ - رُقّمت التعاريف» والمأخوذات. والمبرهنات. . . . الخ» تعاقبًا بأرقام 
من الشكل (م - ن) حيث يرمز م لرقم الفصل و ن للموضع ضمن الفصل . 

١‏ - رقمت المعادلات التي تدعو الحاجة للرجوع إليها برقم (ن) على الجهة 
اليمنى للصفحةء ويبدأً الترقيم بالفصل . 

. ديل كل فصل بتمارين» وتدل علامة النجمة على التمارين الأصعب‎ -٣ 


الجزء الأول : الحلقات والحلقيات 
الفصل الأول: الحلقات - تعاريف وأمثلة 


a تعريف الحلقة‎ - ١ 
O بعض الأمثلة على الحلقات‎ - ۲ 
e بعض الأنواع الخاصة من الحلقات‎ - ۳ 
الفصل الثاني: الحلقات الجزئية , التشاكلات والمثاليات‎ 
NE الحلقات الحزئية‎ - ١ 
o التشاكلات‎ -۲ 


۳ - بعض خواص الحلقات الجزئية والمثاليات 
الفصل الثالث: بناء حلقات جديدة 


E SESS المجموع المباشر‎ -١ 
a ؟ - حلقات كثيرات الحدود‎ 
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الفصل الرابع: التحليل في الحلقات التامة صفحة 


١‏ - الحلقات التامة ذا د 
؟ - القواسم» عناصر الوحدة» والعناصر المتشاركة ae‏ 
# د .حلقات التجليل الوحيد ل ا 
٤‏ - الحلقات التامة الرئيسة والحلقات الإقليدية تحن سنن أو امو “لاا 
ه - تفاصيل أكثر عن الحلقات الإقليدية ا A‏ 
الفصل الخامس: الحلقيات 
١‏ - تعريف الحلقية على حلقة Ys, ae‏ 
۲ - الحلقيات الحزئية Ve E RSE A‏ 
۳ - التشاكلات وحلقيات القسمة و مو ا لبجو E rae‏ 
٤‏ - المجموع المباشر للحلقيات RT SN AAS‏ 
الفصل السادس: بعض أنواع الحلقيات الخاصة 
١‏ - تفاصيل أكثر عن الحلقيات المولدة نهائياً OE Ses‏ 
؟ - حلقيات الفتل O ES ALO SSA a‏ 
ا ب شاقات اة O a o‏ ا NIA‏ 


الجزء الثاني: التفريق المباشر حلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


الفصل السابع: الخلقيات الجزئية من الحلقيات اخُرَة 


١‏ - منهاج الفصل ل ل NSE‏ ل ا 


۲ - الحلقيات اة - الأساسات » التشاكلات الداخلية والمصفوفات م١‏ 


7 - صياغة مصفوفية للمبرهنة a )١-۷(‏ م كرا 
٤‏ - العمليات الصفية الإبتدائية والعمليات العمودية الإبتدائية . o.‏ هع١‏ 
ه - برهان )١١-1/(‏ فى حالة الحلقات الإقليدية ل ار EE‏ 
لاله الام yy‏ ات 
۷- العوامل اللامتغيرة م 


۸ - الخلاصة ومثال محلول كعم سس ملظ ابه ESRAR See ER‏ امن امسو OV.‏ 


المحخويات 
الفصل الثامن: مبرهنات التفريق 
ا ی TS‏ 
5 روا E E‏ 
۳- التفريق الأولى لحلقية E a‏ 
الفصل التاسع: مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) 
-١‏ وجودالتفريقات RO SA A‏ 
5ج مواق ا اسم قياف الرلدة فاقيا 507 


الجزء الثالث : تطبيقات على الزمر والمصفوفات 
الفصل العاشر: الزمر الإبدالية المولدة نهائيا 


-١‏ الحلقيات على 1 ا ل 
۲ - تصنيف الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا ........ a‏ 
۳ - الزمر الإبدالية المنتهية 0 O‏ 
٤‏ - المولدات والعلاقات 0 
٥‏ - حساب اللامتغيرات من التمثيلاات ae,‏ م امسو ما لمش 


الفصل الخادي عشر : التحويلات الخطيةء المصفوفات والأشكال القانو نية 
ب المصفوفات والتحويلات الخطية أن وق القن انظ نوفدم وو E ARR‏ 


۲ - الفضاءات الحزئية اللامتغيرة ب 
8 - ۷ كحلقية على [426]2 ............. 000000 
€ المصفوفات الخاصة بالتحويلات الخطية الدوروية EER‏ 
ه - الأشكال القانونية a O a‏ 


.......... كثيرات الحدود الأصغرية وكثيرات الحدود المميزة‎ - ٦ 
الفصل الثاني عشر: حساب الأشكال القانونية‎ 
50 الصياغة الحلقياتية.......‎ - ١ 
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ر 
٤‏ - الأشكال النسبية الأولية والأشكال القانونية الجوردانية E ea‏ 
امسر اسع EE‏ نطف الغا وا اماقم سف امات ا نوا 
ثبت المصطلحات 
(عربي - إنجليزي) ا لجعي و ايند وااو رومن ND‏ 
(إنجليزي - عربي) CD‏ ا OR‏ 


كشاف الموضوعات n‏ 


الجزء الأول 


الحلقات والحلقيات 


© الحلقات - تعاريف وأمثلة 

© الحلقات الحزئية» التشاكلات والخاليات 
© بناء حلقات جديدة 

© التحليل في الحلقات التامة 


(فسن (لزون 


الخلقات:> تفاريق و أسكلة 


١‏ - تعريف الحلقة 

تعتبر الحلقة موضوعا طبيعيا للدراسة ؛ لأنها تدخل فى كثير من التخصصات 
الرياضية المهمة والمتنوعة وسيتضح ذلك من الأمثلة التي سنقدمها . 

تعتبر مجموعة الأعداد الصحيحة 1 فوذجا تعرّف على أساسه الحلقة» لذلك 
نجد أن الشروط التي تدخل في تعريف الحلقة مستنبطة من بعض الصفات المهمة لمجموعة 
الأعداد الصحيحة التي ستظهر بشكل متكرر كمصدر للإلهام والأمثلة عن الحلقات . 
الحلقة ۸ء مثل الأعداد الصحيحةء مجموعة مع عمليتين ثنائيتين» تسميان عادة الجمع 
(2001400) (ويرمز له بالرمز +) والضرب (112]100م220101) (ويرمز له بأن تكتب 
العناصر جنب بعضها) . تشكل ۸ حلقة إذا كانت زمرة إبدالية بالنسبة لعملية الجمع» 
وشبه زمرة بالنسبة لعملية الضرب . وتحقق العمليتان قوانين التوزيع التي تربط بينهما. 

لنكن أكثر دقة. نتذكر أولا أن العملية الثنائية على مجموعة 5 هى تطبيق ل 
5 ف 3 2ك :حيك فل 5 >5 الحذاء الدیکارتی ل 5 فى نفسها؛ أي أن 5 ×۶ هى 
مجموعة كل الأزواج المرتبة (ط ,©) حيث 5 © 4.8 . ستكتب عادة صورة الزوج 
المرتب (ط ,ه) تحت تأثير لإ بالشكل ط * © حيث * الرمز المناسب للعملية الثنائية . يلاحظ 
أن الترتيب مهم ؛ حيث إنه قد يكون ط * 4 و 4 * 8 عنصرين مختلفين في 5. وفي 
حالة كون ۾ 8-8 * ه لكل 5 ع 5 ,4 فإن العملية * تسمى إبدالية (۳۹1)8)1۷6١0ء)‏ . 
بنفس الروح يسمى غاليا أي تطبيق من 5 إلى نفسها عملية أحادية (61726:00م0 (23نا) . 


۳ 


3 الحلقات والحلقيات 


(۱-۹) تعاريف 
.)١١(‏ شبه الزمرة («5©<18:01). هي مجموعة غير خالية 3 مع عملية ثنائية 
* تحقق خاصة التجميع» أي أن : 
c) = (a * b) xc‏ * 5) ا a‏ 


لكل ؟ € »,ظط ,4. 


(ب) الزمرة (ط١0۵٣ع).‏ هي مجموعة غير حالية © مع عملية ثنائية # وأخرى 
أحادية × د × وتحتوي ا مجموعة © على عنصر مختار © بحيث : 
(0) تشكل © شبه زمرة بالنسبة إلى * 
ax%e=eka=a (ii)‏ لكل © ع ۾ 
(iii)‏ 6-6« 2 -ح 2 # ن لكل © ع ۾ 

يسمى العنصر » العنصر اغايد (identity element)‏ أر (neutral element)‏ 
للزمرة ©. ويسمى 7 معکوس ۾ (8/006756). يعتبر استخدام رمز الضرب أو رمز الجمع 
للزمر ممارسة ثابتة» وعندئذ يستخدم ٩"‏ بدلا من 22 ويكتب عادة 1 بدلا من © في 
حالة استخدام رمز الضرب» بينما يستخدم 4- بدلا من 7 ويكتب 0 بدلا من © في 
حالة استخدام رمز الجمع . ويستخدم عادة (وليس دائما) رمز الجمع في حالة كون 
ا ا اه على الرمرة ال رهي ارال ا عاد: ارو 
«الآبيلية» تشريفا للرياضي النرويجي المتميز ن . آبل (۸61 .۸.8) -٠۱۸٠۲(‏ 
۹ م) الذي درس صنفا من المعادلات الجبرية التي لها علاقة بالزمر الإبدالية . نتذكر 
من المعلومات الأولية عن الزمر أن العنصر المحايد وحيد وكذلك المعكوس . 


(ج) : الخلقة (8«أ٣).‏ هي مجموعة غير خالية ۸ مع عمليتين ثنائيتين مربوطتين 
بقوانين التوزيع ؛ بحيث تشكل ازمرة إبدالية بالنسبة للعملية الثنائية الأولى 
(كاصطلاح تسمى ا جمع» ويرمز لها بالرمز +) كما تشكل ۸ شبه زمرة بالنسبة 
للعملية الثنائية الأخرى (تسمى الضر ب » ويرم ز لها بأن تكتب العناصر جوار بعضها) . 
تربط قوانين التوزيع من اليسار ومن اليمين هاتين العمليتين كما يلي : 


الحلقات - تعاريف وأمثلة 0 


a(b + c) = ab + ac 
(a + عرق‎ = ac + bc 
. لكل ۸ ع » ,ط ,ه. قد يجد القارئ أنه من الأنسب هنا أن يكتب شر وط ا حلقة بالتفصيل‎ 
من الواضح أن الأعداد الصحيحة (التي سبق أن رمز لها بالرمز 2) مع عمليتي‎ 
الجمع العادي والضرب العادي تحقق شروط الحلقة . يلاحظ - لحسن الحظ - أن شروط‎ 
الحلقة لا تُميّر2؛ حيث لو حدث ذلك لوصلنا إلى طريق مسدود في «نظرية الحلقات»,‎ 
وهذا لا يقلل من أهمية دراسة الأعداد الصحيحة» ولكن يؤكد فقط أن الحلقة مفهوم‎ 
له مجالات واسعة وأنها تتجلى في مظاهر كثيرة» وتتضمن حالات مختلفة. لكي‎ 
نوضح أن حلقة الأعداد الصحيحة حالة خاصة من بين الحلقات» قير إن انرا‎ 
إبدالي» وأنها مرتبة وقابلة للعد» ولها محايد ضربي ولها تحليل ذو ميزات جيدة»‎ 
ولم نشر إلى كل هذه الخواص في تعريف الحلقة . ستوضح الأمثلة التالية أن تعريف‎ 
. الحلقة كان باعثا على تكوين تشكيلة متنوعة من البنى الجبرية‎ 


؟- بعض الأمثلة على الحلقات 

لكي نفهم نظرية رياضية عامة» من المهم أن نجربها على بعض الأمثلة الملموسة» 
وإن أمكن المألوفة» حيث لا تتضح أهمية النظرية على الأغلب إلا بعد معرفة تطبيقاتها 
على بعض الحالات الخاصة أو الأمثلة البسيطة. وهذا يبين قيمة وجود أمثلة متنوعة 
عن البنية الجبرية التي نقوم بدراستها . ما المقومات الأخرى لفهم برهان ما ؟ يلاحظ أن 
منطوق المبرهنة يحتوي على مجموعة من المعطيات يتبعها بعض النتائج » وأحد الأنشطة 
الفعالة للطالب هو أن يخوض في تفاصيل البرهان» ويعين بدقة أين استخدمت كل 
إعطاء أمثلة مناقضة لإثبات أن المبرهنة لن تبق صحيحة تحت فرضيات أضعف . وهكذا 
فإن وجود قائمة من الأمثلة الذهنية مفيد مرة أخرى . لذلك نؤكد أهمية الأمثلة في هذا 
الكتاب . سنبدأ بإعطاء قائمة قصيرة من أمثلة الحلقات التي سنرجع إليها بشكل متكرر . 
سنتعلم في البابين القادمين طرقا عامة في بناء حلقات جديدة من حلقات معطاة . 


1 الحلقات والحلقيات 


مثال حلقة )١(‏ 
إذا كان 7 > »» فإن المجموعة الجزئية 
n}‏ يقم n1 = (a € 1: a‏ 
من مجموعة الأعداد الصحيحة» مغلقة تحت تأثير الجمع و الضرب. من الواضح 
أنها تحقق شروط الحلقة» وبالتالي فهي نفسها حلقة . 


مثال حلقة (۲) 

نفرض أن ٣‏ عدد صحيح موجب ثابت ولنعرف على 2 علاقة التكافؤ - كما يلي : 

6- © إذاء وفقط إذا كان ط - © يقبل القسمة على 7. 

يرمز لفصل التكافؤ الذي يحوي © ب [4] . يكن إثبات أن [7-1] ,...,[1] ,[0] هي كل 
فصول تكافؤ العلاقة -. أي أنه لا يوجد تكافؤ بين عنصرين مختلفين من المجموعة 
۸-٠‏ ,... ,1 ,0) وكل عدد صحيح يكافئ أحد عناصر هذه المجموعة . تسمى فصول 
التكافؤ المذكورة آنفا بفصول التطابق قياس 7 (7 72001010 (congruence classes‏ أو 
فصول الرواسب قياس ۸ (7 10001110 60135565 56510106)» ويرمز لمجموعة فصول 
التطابق قياس ١‏ بالرمز ,1. سيتضح أنه لو عفنا جمع فصول التطابق وضربها 
اعتمادا على مُمثّلاتها (أي أن [ط + ] = [5] + [ه] و [طه] = [5][»])» فإن هاتين 
العمليتين تكونان معرفتين جيدا وتحولان المجموعة ,7 إلى حلقة» وهذه الحلقة بها 
عدد منته من العناصر هو . سنثبت ذلك بالتفصيل في الفصل الثاني في الجزء الخاص 
يحلقات القسمة. قد يرغب القارئ في التعرف أكثر على هذه الحلقات بكتابة جدولي 
جمع وضرب عناصر ا مثلاء ويقنع نفسه بتحقيقها شروط الحلقة . نلاحظ مثلا في 
,أن [2] = ([8] =) [5] + [3] وأن [3] = ([15] =) [5] [3]. 


مفال حلقة (*) 
نستطيع أن نجعل أي زمرة إبدالية 4 حلقة بتعريف 0 - زمه لكلء 2,5 
4 . سنترك التأكد من كون 4 تحقق شروط الحلقة كتمرين . 


الحلقات - تعاريف وأمثلة ۷ 


مثال حلقة (4) 

مجموعة الأعداد المركبة © تشكل حلقة بالنسبة إلى عمليتي الجمع العادي 
والضرب العادي . وفي الحقيقة إنها حلقة إبدالية (الضرب إبدالي)ء بل وأكثر من 
ذلك يو جد لها محايد ضربي » كما يكن القسمة على عناصر غير صفرية . يمكن التحقق 
بسهولة من كون المجموعتين الجزئيتين 8 و Q‏ من © واللتين ترمزان على الترتيب إلى 
الأعداد الحقيقية والأعداد النسبية» تشكلان حلقتين تحت تأثير عمليتي الجمع العادي 
والضرب العادي. 


مثال حلقة (ه) 
J={a+ib:a, bel}‏ 
يكن بسهولة إثبات أن عمليات الجمع والضرب والطرح العادية عمليات مغلقة 
في ل ويتبع ذلك مباشرة أن [ تحقق شروط الحلقة. تسمى 3 حلقة أعداد جاوس 


. (ring of Gaussian integers) 


مثال حلقة (5) 

لمجموعة معطاة ×» نفرض أن (2)00 مجموعة كل المجموعات الجزئية من × 
N PO O EX a‏ 
(560 eس0م)‏ للمجموعة ×. إذا كانت × منتهية ولها ۸ من العناصرء فإن (50 لها 
"2 من العناصر» لأنه عند تكوين مجموعة جزئية من × فإن أي عنصر من × يعطي 
إمكانيتين على حسب وجود العنصر في المجموعة الجزئية أو وجوده خارجها. وعليه 
ناك العدد الكري E e‏ مسقن تو EEE‏ 
تسل ب اا لمر القوة بالطريقة افا لكل €0 248 رف 

A+B = (AU BXA NB) » «اتحاد منفصل‎ 

AB=ANB 

حيث يرمز 068 إلى المجموعة التي تحوي العناصر التي تنتمي إلى © ولا تنتمي إلى 
8 سان التعرينان يحقفان شروط اة قال ذلك: ْ 


۸ الحلقات والحلقيات 


4 + ن (AU ONAN O = AQ = A=‏ دن A+‏ 
لذلك فإن م المحايد الحمعى أو الصفر . أيضا: 
ودع مام عو 3441 6ت 1 
لذلك فإن 4 هو معكوس نفسه ا لجمعي» أي أن 4 = 4- . سنترك التأكد من تحقق باقي 
شروط الحلقة كتمرين. بعض هذه الشروط واضح وبعضها يحتاج إلى تفكير بسيط 
ولكنها تبدو للعيان أكثر وضوحا باستخدام أشكال فن (05تهدعة01 مدع؟؟) : 





A+B AB 


لاحظ أنه عندما يكون الضرب إبداليا كما في هذه الحالة فإن أحد قانوني التوزيع يؤدي 
إلى الآخرء لذلك يكتفى بالتأكد من أحدهما. 


مثال حلقة (۷) 

نفر ض أن (1/,,)16 مجموعة كل المصفوفات المربعة من النوع « على الحقل ۸ . 
يستطيع القارئ أن يتصور أن × هو حقل الأعداد الحقيقية إذا رغب . 

لنتذكر عمليتي الجمع والضرب في(11,)16. إذا كان (زږه) -4 و [ربط) - 8 
عنصرين من (16) ,1/1 فإن 

(ربطجريه)- هجم ` 
زرت)- قد 

حيث ik Pk j‏ 0-6 ره 
يلاحظ أن (6), 141 تشكل حلقة بالنسبة لهاتين العمليتين. وترتبط هذه الحلقة بشكل 
أساسي بحلقة أخرى» من المحتمل أن يكون القارئ قد تعرف عليهاء وهي حلقة 


الحلقات - تعاريف وأمثلة ۹٩‏ 


التحويلات الخطية لفضاء متجه على × ذي بعد 7» وسندرس هذه العلاقة بتفصيل 
أكثر لاحقا. إذا كان 1 < 27 فإن هذه الحلقة غير إبدالية وبهذا فهى تختلف عن الأمثلة 
السابقة . يستطيع القارئ أن يلاحظ ذلك باعتبار المصفوفتين : 


8 o8 إ9‎ 


أو مصفوفات أخرى شبيهة لهما. 


مال حلقة (۸) 
لكل مجموعة ×(حتى ولو كانت خالية وتستطيع استبعادها إذا رأيت ذلك) 
تشكل مجموعة كل التطبيقات ۸ د × : f‏ حلقة بالنسبة للعمليتين المعرفتين هكذا : 
تناع + (f + g8) )( = f(x)‏ 
0ع (fg) (%) = f)‏ 
يسمى هذا أحيانا التعريف النقطي pointwise definition)‏ للجمع والضرب» وهو 
يستخدم بنية الحلقة 18 في إعطاء بنية الحلقة لمجموعة التطبيقات . سنترك للقارئ 
التفاصيل (والتعميم ؟). إذا كانت × هي 18 فإن حلقات أخرى يمكن الحصول عليها 
بهذه الكيفية ؛ فعلى سبيل المثال» تشكل مجموعة الدوال المستمرة من ۴ إلى ۸ 
ومجموعة الدوال القابلة للتفاضل من # إلى 14. . . الخ كلها حلقات بالنسبة للعمليتين 
النقطيتين المشار إليهما سابقا . 


مثال حلقة (9) 
لتكن ل 3G‏ ع[ عناصر من 1,)٥(‏ معرفة كما يلي : 


e-1‏ ا 


نلاحظ أنه يمكن إساءة استخدام الرموز باستعمال رمز واحد للإشارة إلى 
حاجتين مختلفتين» فعلى سبيل المثال يرمز 1 إلى العدد المركب 1 كما يرمز إلى المصفوفة 
المحايدة من النوع 262 على ©» بالرغم من أنه يمكن استخدام طابعتين للتمييز بينهما . 


٠‏ الحلقات والحلقيات 


هذه الممارسة غير المناسبة ضرورية دائما فى الرياضيات إذا أريد تجنب الانغماس فى 
فوضى الرموز» ولكن من الضروري أن يلاحظ ذلك عندما يحدث . 1 

نفرض أن۷ هي مجموعة كل العناصر من (©),1 التي على الصيغة : 
x=al+bi+cj+dk (1(‏ 
حيث 8# © 4 ,0 ,ط ,4 . وعليه فالصيغة العامة لعنصر من ۷ هي : 

a+bi c+di 
2 0 

حيث 18 > 4 ,0 ,5 ,4. يكن التحقق مباشرة أن ضرب المصفوفات ؟! وز وذ ,ايكون 
حسب مايلى : 
j=k=-1 , ij=-ji=k ١ (2)‏ =2 
ومعادلتين مشابهتين ل k‏ = از - = ل نحصل عليهما بإبدال كل فى 1 دورويا. 

يكن باستخدام قوانين المصفوفات أن نثبت أن مجموع وحاصل ضرب أي 
عنصرين من ۷ ينتميان لهاء وأنه إذا كان ۷ © × فإن ‏ كذلك . لذلك فإن عمليتي 
الحلقة (©),14 تعينان عمليتين مناظرتين على ۷ . وبذلك فإن شروط الحلقة تتحقق 
على /27 وبالتالي فإن ۷ حلقة جزئية )subrin8(‏ من (€),۸1 وسنقدم مفهوم الحلقة 
الحزئية بدقة لاحقا. تسمى ۷ حلقة المرباعيات (0112]6101025 (ring of‏ . 

إذا كانت × كما فى (1)» فإننا نعرف 5 نعرف كما يلى : 

1 x = al - bi - cj - dk ٤ 

تسمى × المرباع المرافق (600[1018916) ل ×. يستطيع القارئ» يحساب ×× 
باستخدام العلاقات في (2)» أن يتحقق من أن كل مصفوفة غير صفرية في ۷ تكون 
غير شاذة ومعكوسها في ۷ . في الحقيقة إذا كانت × لا تساوي صفراء فإن : 

عل دقع 

حيث 2 هو العدد الحقيقى (7+47ء+”ط+1/)4 . لذلك فإن القسمة على عناصر غير 
صفرية مكنة دائما في ۷. ومن ناحية أخرى فإن الضرب في 7 غير إبدالي» كما 
يلاحظ ذلك في العلاقات (2). لذلك يكن أن يقال بشكل عام إن حلقة المرباعيات 
هي أسوأ بدرجة ما من حلقة الأعداد المركبة . ويلاحظ أن ۷ تحوي عدة مجموعات 


الحلقات - تعاريف وأمثلة ١١‏ 


جزئية تشابه € مثل (51 +401 و( +41) . . . الخ . ستسمح لنافكرة التماثل لاحقا 
بأن نكون أكثر دقة . 


مثال حلقة (« )١‏ 

نفرض أن 4 زمرة جمعية إبدالية إختيارية . نقول عن تشاكل (”ءنطمإمص0صه0ط) 
من ۸ إلى نفسها بأنه تشاكل داخلي (2 ءام »)endo m0r‏ أي أن ۸ جه 4 : 0 تطبيق 
يحقق الشر ط(ط) + (0:)4 = (ط+4)» . يمكن أن تعطى مجموعة كل التشاكالات 
الداخلية 5004 للزمرة 4 بنية الحلقة بطريقة طبيعية بتعريف الجمع والضرب كما يلي : 

(a + B)(a) = a(a) + B(a) 
(a8) (a) = a(B(a)) 

لكل ۸ ء ۾ ولكل 4 0م > 6 ,0 . لذلك فإن تعريف الجمع هو نقطي » والضرب 
هو تركيب تطبيقات . يجب على القارئ أن يقنع نفسه أن ذلك يجعل 5504 حلقة . 
نشير إلى أن الخطوة الأولى لمعرفة أن حواصل جمع التشاكلات الداخلية وضربها تمثل 
تشاكلات داخلية هى التأكد من أن التعاريف السابقة تعطى عمليات ثنائية على 
4 و اظ أن کرد رة إبذالية »هو الذى يغيمن ذلك يننا ل بكرن ذلك 
صحيحا في الزمر بصفة عامة. 


بعض «اللاأمثلة» 
قد يكون تمرينا مفيدا أن يدرس لاذا لا تحقق بعض الحالات المرشحة لتكوين 
حلقة شروط الحلقة؟ نترك للقارئ أن يعرف لماذا لا تحقق المجموعات التالية (مع 
عمليات ثنائية واضحة) شروط الخحلقة . 
() مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة. 
(ب) مجموعة الأعداد النسبية التي لا يقبل مقامها القسمة على 4 . 
(ج) المجموعة الجزئية من (©),14 والتى تحوي المصفوفات التى تكون عناصر قطرها 
ا ْ ١‏ 
(د) مجموعة القوة 0000 لمجموعة غير خالية > حيث يعاد تعريف الجمع كما 


يلي : 


۱۲ الحلقات والحلقيات 


A+B=AUB 
أما الضرب فنفس تعريفه سابقا.‎ 
. © مجموعة المصفوفات من النوع 7272 (۸ < ”) على‎ ©9( 
(cross product) (و) مجموعة المتجهات ذات البعد 3 مع استخدام الحداء التصالبي‎ 
. كعملية ضرب‎ 


۳ - بعض الأنواع الخاصة من الحلقات 
لقد سبق أن لاحظنا من قائمة الأمثلة» أن الحلقات التي تصادفنا في حياتنا 
الواقعية غالبا ما تحقق شروطا أخرى بالإضافة إلى شروط الحلقة . لهذا السبب فإنه 
من المفيد أن نميز هذه الأنواع الخاصة والمهمة من الحلقات ونعطيها أسماء» ولكن قبل 
ذلك سنحصل على بعض النتائج الأولية المستخلصة من تعريف الحلقة والتي غالبا ما 
نحتاج إليها . 


(١-؟)‏ مأخوذة 
إذا كانت ۸ حلقة » فإن 
0 - م0 0م (0) 
(75)- = (ى)م = و() )1( 
rs‏ = رى) رمع (i)‏ 
لكل ۸ € 55. 


البرهان 
() لا كان 0 هو المحايد ا لجمعی» فإن 0 = 0 + 0 وبالتالى ١0‏ = (0 + 7)0. 
باستخدام قانون التوزيع نحصل على 0/ = 0 + 0: لذلك 0 +0 = 0+ 0. حي 
قانون الاختصار (الذي يصح في أية زمرة) نحصل على 0 = 00, بالمثل 0 -/0. 
() نلاحظ أن 0 = (#) + /. وباستخدام (1) وقانون التوزيع نحصل على 
0s = 0‏ = و(م) + (r‏ وبالتالي 0 = (5()) + 75. لكون (75)- هو المعكوس الجمعي 


الحلقات - تعاريف وأمثلة 1 


للعنصر 75 فإن 0 = ((8)-) + 75. حسب قانون الاختصار في الزمر نحصل على 7(5-) 
(5)- = بالمثل نحصل على (5)- = (ت-)7. 
(نئ) باستخدام (11) بشكل متكرر نحصل على 
(~r) (Ss) = (r(s)) = -)-((‏ 
الآن لكل ۸ ع ۲» يلاحظ أن+-هو الحل الوحيد للمعادلة 0 -+4. لذلك فإن 
المعادلة 0 = 2) + 8-) تؤدي إلى أن = /)- . وهكذا فإن كم = ((75)-)-. 


(1-”) قانون التجميع العام 

من المهم أن نلاحظ أن عملية الضرب في الحلقة تسمح بضرب عنصرين فقط . 
وإذا أردنا أن نضرب ثلاثة عناصر © ,ط ,4 على هذا الترتيب» نحتاج أن نعيّن كيفية 
إجراء الضرب بإدخال أقواس مثل (ءط)ه والذي يعني أن نحسب نتيجة ضرب 62 
أولا ثم نضرب الناتج ب » من اليسار. في حالة وجود ثلاثة عناصر توجد طريقتان 
لإجراء عملية الضرب وهما تناظ ران ©(40) و (4)56. يخبرنا قانون التجميع بأن هاتين 
الطريقتين تعطيانا نفس الناتح» لذلك نستطيع أن نهمل الأقواس . وعندما نحسب 
حاصل الضرب0800 فإننا - ضمنا - نضع الأقواس في مكان ماء ولكن الجواب لا 
يعتمد على أين توضع الأقواس » لذلك فإن الرمز 800 له معنى واحد فقط . لم يتضمن 
قانون التجميع » كماتم توضيحه سابقاء أي شيء حول حاصل الضرب 4 ... ۵ ,4 
لأكثر من ثلاثة عناصر . هل الرمز ,4 ... ره ,4 له معنى وحيد أينما وضعنا الأقواس ؟ 
الجواب نعم » ويمكن استنتاجه من قانون التجميع العادي . لما كان القارئ لديه سابق 
خبرة» من خلفيته من الزمرء عن ذلك النوع من المناقشة فإننا سنترك تفاصيل إثبات 
ذلك . في الحقيقة » من الصعوبة إعطاء برهان مقنع تماماء وتكمن تلك الصعوبة في 
كيفية طرح السؤال بطريقة مناسبة» لكن يستطيع القارئ بسهولة تكوين فكرة عما 
ينبغي عمله بتجربة وضع أقواس في حاصل ضرب أربعة عناصر وحاصل ضرب 
خمسة عناصر . وملاحظة كيفية تحول هذه الأقواس إلى أخرى بواسطة التطبيق المتكرر 
لقانون التجميع . للحصول على وصف دقيق لذلك» يمكن الرجوع إلى صفحة ١8‏ 
في المرجع [1951 ,12606507] . ملاحظات مشابهة ثطبق بالطبع على الجمع أو على 


1٤‏ الحلقات والحلقيات 
سنقدم الآن بعض الأنواع الخاصة من الحلقات . 


الحلقات الإبدالية(وعمفر (commutative‏ 


هى حلقات يكون الضرب فيها إبدالياء أي أن مط = 45 لأي عنصرين 
اختيارين ١‏ ,4 من الحلقة . 


حلقات بمحايد ضربي (rings with a multiplicative ide tity)‏ 
وتسمى عادة حلقات بمحايد. وكما يوضح الإسم فالحلقة في هذا النوع من 
الحلقات تحوي عنصرا يرمز له بالرمز 1 » بحيث إن ” = 17 = 1: لكل عنصر 1 في 
الحلقة . نلاحظ أن (0) تحوي عنصرا واحدا وهي حلقة بمحايد هو في هذه الحلقة طبعا 
0. يتضح أن في أية حلقة بمحايد يكون 1 وحيدا. لأنه إذا كانت حلقة بمحايد ولها 

محايد ضربي اخر »٤‏ فإن : 


1= 1مدم 


(integral domains) الحلقات التامة‎ 

يعرف قاسم الصفر (0171502 20م 2) الخلقة إبدالية ‏ بأنه عنصر ۲ من ۸ بحيث إن 
r#0 )‏ 
(11) يوجد 0 ۶ 5 فى ۸ بحيث 0 = كر 
للصفر . (في التعامل مع الحلقات غير الإبدالية نحتاج إلى أن غيز بين القواسم اليسرى 
للصفر والقواسم اليمنى للصفر . سنركز في هذا الكتاب على الحلقات الإبدالية فقط » 
وسنتجنب المنوض فى هذه الاعتبارات) . الحقيقة التالية مهمة فى الحلقات التامة . 


)4-١(‏ مأخوذة 
إذا كانت ۸ حلقة تامة وكان © عنصرا غير صفري فى ۸ وكان ل ,×عنصرين من 


الحلقات - تعاريف وأمثلة 16 


ax = 4J ج‎ X= 


البرهان 
إذا كان ره = ×ه» فإنه من شروط الحلقة نحصل على 0 = (ر-×)ه. لما كان © 
ليس قاسما للصفره فإن 0 = ر - × وبالتالی ع ×. 


الحقول (11105) 
الحقل حلقة إبدالية تكون مجموعة عناصرها غير الصفرية زمرة بالنسبة لعملية 
الضرب . لذلك إذا كان 1 حقلاء فإن × يحتوي عنصرا 1 0# بحيث إن ×= ×1 لكل 
عنصر غير صفري × في ۸ . لما كان 0 = 1.0 (حسب المأخوذة »)5-١‏ فإن 1 هو المحايد 
الضربي» وبالإضافة إلى ذلك فإنه لكل عنصر غير صفري 4 في ٭ يوجد عنصر ' © 
في × بحيث إن 1 = 6 4 . يمكن بسهولة إثبات أن الحقل لا يحوي قواسم للصفرء 
لأنه إذا كان © عنصرا غير صفري في ۸ وكان 0 = نده فإن : 
020 "= اتن = ×1 = × 


وعليه لدينا العلاقات التالية بين الأنواع الأربعة من الحلقات التي سبق ذكرها : 


حلقة إبدالية 
حقل س4 حلقة تامة ر 


لكي يستطيع القارئ أن يلقي بعض الضوء على هذه التعاريف. فإنه يحتاج 
إلى القيام بالمهمتين التاليتين : الأولى أن يدرس إلى أي نوع تنتمى أمثلة الحلقات ١‏ - 
٠‏ والثانية إعطاء أمثلة توضح أنه لا يوجد اثنان من الفصول السابقة متساويان. 


تمارين على الفصل الأول 
-١‏ هل تشكل مجموعة الأعداد الصحيحة شبه زمرة تحت تأثير عملية الطرح ؟ 
؟ - أية مجموعة من المجموعات التالية تشكل حلقة ؟ 
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الحلقات والحلقيات 


() مجموعة الدوال المستمرة ۸ ج 18 : »f‏ حيث الجمع هو الجمع النقطي 
والضرب هو تر كيب الدوال . 

(19) مجموعة الأعداد النسبية التي يعبر عنها بالصيغة طاه» حيث طا و ۾ 
عددان صحيحان» وكذلك م لايقسم / » حيث م يرمز إلى عدد أولي 
ثابت» والعمليتان هما العمليتان العاديتان . 

(11) مجموعة الأعداد الصحيحة وبحيث يكون الجمع والضرب معرفين 
عليها اعتمادا على العمليتين العاديتين كما يلي : 

n+m=n+m+1 
77 6 771 =n + m+ nm 

أثبت أن × = د لكل × في الحلقة 7100 والتي سبق أن أعطيت في مشال 

حلقة (5). في أي من الحلقات ,1 يكون ذلك صحيحا ؟ 

لیکن :0 و 8 تشاكلين داخليين لزمرة © ليست بالضرورة إبدالية» وليكن ‏ +:0 

معرفا كما يلي : 

(a + B) (x) = a(x) B(x) 

لكل 6 © ×. تحت أي شروط يكون8 +0 تشاكلا داخليا ؟ أعط مثالا لتوضيح 

أن هذه الشروط لا تكون دائما محققة . 

إذا كانت ۸ حلقة تامة بحيث إن × = × لكل ۸ ٤‏ + فأثبت أن ۸ بها عنصران 

فقط . 

إذا كانت ۸ حلقة بمحايد 1» فأثبت أنه إما 0 ± 1 أو (0) = ۸ . 

أثبت أن كل حلقة تامة بها عدد منته من العناصر تشكل حقلا . 

(إرشاد : افرض أن » عنصر غير صفري في ۸ واعتبر التطبيق ×ه د × من 

۸ إلى . أثبت أنه تطبيق متباين وعليه يكون غامرا ) . 

نفرض أن 5 مجموعة» وأن ۸ حلقة» وأن ۴ تقابل ۸ د 5.. ولنعرف عمليتي 


الحلقات - تعاريف وأمثلة 1۷ 
E‏ 0 
((عاثر s5 = ۶ )۶)s(+‏ 


أثبت أن 5 تشكل حلقة بالنسبة لهاتين العمليتين . أوجد عمليات على مجموعة 
الأعداد الصحيحة الموجبة تجعلها حلقة . 


شمن رهي 


الحلقات الجزئيةء التشاكزات والمتاليات 


عندما نقابل نوعا جديدا من البنى الرياضية» فإن أول ما نحاول دراسته كالعادة هو 
البنى الجزئية لها وكذلك «الاقترانات (ئ«ءذطمإمه)». أي التطبيقات التى تحافظ على 
البنية للبنى الرياضية المطلوب دراستهاء وهذا هو الهدف من هذا الفصل . 


١-الحلقات‏ الجزئية 

(۱-۲) تعريف 

الحلقة الجزئية (İ8اubء)‏ من حلقة ۸هي مجموعة جزئية 5 من ۸تشكل حلقة 
تحت تأثير نفس العمليات التى ورثتها من ۸ . 

ماذا يعني التعريف المذكور أعلاه؟ يعنى أولاء أن العمليات على ۸ تحدد العمليات 
ل في حالة ا لجمع » على سبيل المثال؛ إن قيد التطبيق ۸ +¬ ۸ × © المعرف ب 
ط + ۾ ج (ط ,ه) على 5 × 8 يجب أن يعطي تطبيقا من ؟ × ؟ إلى ؟؛ أي أنه إذا كان 
ط ,»© عنصرين من 5 فإن ط + © يجب أن ينتمي إلى 5. با لمثل »-و طه ينتميان إلى 5 . 
وعليه فإن (ط-) + ۾ = ط-ه ينتمي إلى 5 . ونشير إلى نقطة أخرى قد تغيب عن البال» 
٠‏ وهي أنه لما كانت 5 تشكل بالنسبة لعملية الجمع زمرة فإنها يجب أن تكون غير خالية . 
لذلك نكون قد أثبتنا نصف المأخوذة التالية . 
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٠‏ 1 الحلقات والحلقيات 


(۲-۲) مأخوذة 


وفقط إذا كان 
)2 5غير خالية 


ab,a—b e 5 ila, b كان 35 ع‎ lb (ii) 


البرهسان 

لقد أثبتنا أن الشروط السابقة ضرورية . سنثبت الآن أنها كافية . لما كانت 5 
غير خالية» فإنها تحوي عنصرا وليكن » وبالتالي فإن» - ه = 0 ينتمي إلى 5 . 
وعليه فإن ط - 0 - ط - ينتمي إلى 5 وبالتالي 5> (5-) -4 = ط + » . لذلك فإن 
العمليتين الثنائيتين والعملية الأحادية على ۸ تولد عمليات مناظرة على 5 . كما يلاحظ 
أن قانوني الإبدال والتجميع صحيحان بالنسبة لعملية الجمع على 5 بالوراثة من ۸؛ 
لأنه إذا جمعنا عناصر من 5» فيمكن النظر إليها كعناصر من ۸ . وإذن ؟ زمرة إبدالية 
بالنسبة لعملية الجمع والمحايد الجمعي هو 0. يلاحظ أن قانون التجميع صحيح بالنسبة 
لعملية الضرب» وأن قانوني التوزيع صحيحان على 5 بالوراثة من ۸ وإذن 5 حلقة . 


أمثلة 

١‏ - يلاحظ أن كلا من © ,13 ,0 ,7 تشكل مع العمليات الاعتيادية حلقة جزئية من 
ال تيا 

0-5 يلاحظ أن حلقة المرباعيات والتي سبق أن نوقشت في مثال حلقة (9) تشكل 
حلقة جزئية من (©)ر1 . 

۳ تشكل مجموعة كل المصفوفات من النوع ا ۸ على الحقل 2 والتي تكون 
جميع عناصرها تحت القطر أصفاراء حلقة جزئية من (11,)16. 
سنحتاج الآن أن نقدم قدرا معينا من الرموز المفيدة» البعض منها مألوف والبعض 

الآخر قد لا يكون مألوفا . 


الحلقات الجزئية» التشاكلات والمثاليات ۲١‏ 
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ترهيز 

١‏ - عندما نتعامل مع الحلقة ۸» من المفيد غالبا أن نفكر في ۸ كزمرة تحت تأثير 
البنية الجمعية التي تملكها متجاهلين بنية الضرب . عندما نركز على ذلك سنكتب*۸ 
بدلا من ۸» وتسمى*7 الزمرة الجمعية (مناهرع 204310196) للحلقة ۸. نلاحظ أن ۸ 
ترمز إلى نظام يحوي مجموعة وعمليتين ثنائيتين وعملية أحادية على هذه المجموعة 
وعنصرا مختارا من المجموعة, بينما ترمز* ۸ إلى نفس النظام مع حذف عملية الضرب . 
غالبا ما تسمى الزمر الجزئية من "۸ بزمر جمعية جزئية (5158101005 200111976) من 
.R‏ وعلى ذلك فإن الزمرة الحزئية ا جمعية من ۸ هي مجموعة جزئية 5 من ۸ تحتوي 
على 0 وتحقق الشرط أنه إذا كان 5 > 5 , » فإن؟ ع ط-ه4. 
؟ - إذا كانت 4 زمرة إبدالية جمعية» وكان 4 © ©»؛ وكان # عددا صحيحا 


فإن ©” يعرف كما يلي : 
إذا كان 0 < ۸ (#من المرات) © + ... + ۾ = n4‏ 
0a = 0‏ 
إذا كان 0 > ۸ a)‏ اما) دع na = ) n) (~a) = — (a +... + a)‏ 


إذا كان ۸ ع 5 ,ه وكان 72 ,۸ عددين صحيحين فإن : 
n(a + b) = na + nb‏ 
(n + m) a = na + ma‏ 
(nm) a = n(ma)‏ 
la =a‏ 
نود أن نشير إلى أنه قد تكون الحقائق البسيطة المذكورة آنفا مألوفة لدى القارئ 
وإذا رغب الاطلاع على إثباتهاء فعليه الرجوع إلى أي كتاب في مبادئ نظرية الزمر. 
نستطيع » بصفة خاصة, أن نعتبر 4 هي الزمرة الجمعية*8 لأي حلقة ۸ء ولذلك ' 
فإن التعاريف المذكورة أعلاه صحيحة في أي حلقة ۸ . ومن الضروري التفريق بين العملية 
6 د (4 ,۸) والضرب في الحلقة ؛ لأنه لا يمكن اعتبار # عنصرا من ۸ بصفة عامة . 


من ناحية ثانية» يكن أن يحدث في بعض الأحيان أن تتطابق 2 مع حلقة جزئية 
هذه الحالة» إذا كان 0 < ۸» فإنه باستخدام قانون التوزيع : 
© + ... جوع ن (1 + ... + 1) = na‏ 
لذلك فإنه في هذه الحالة يكون للرمز ©7 نفس المعنى إذا اعتبرناه حاصل ضرب عناصر 
أو اعتبرناه حسب التعريف السابق . وبنفس الطريقة يكن اعتبار 04 ,4 (7-). وهكذا 
هلأ روس اعمال نوك ای 
إذا كان 2 عنصرا من حلقة ۸ وكان ” عددا صحيحا موجبا فإن 
(۸ من المرات) 4...4 = "4 . 
أيضاء إذا كان 0 < ” ,۸ فإنه يلاحظ أن : 
(a")"‏ کے atm 555 qd" da" 1 a"‏ 


إذا كانت ۸ حلقة بمحايد فإننانعرف 1 = ۾ حيث ۸ ع ۾ 0۶ء كما أن المتطابقات 


المشار إليها تبقى صحيحة . 
*“- نفرض أن 7 و5 مجموعتان جزئيتان غير خاليتين واختياريتان من حلقة 
. نعرف: 


S+T={s+t:iseS,teT} 
n 
ST = Sit i5; ES, f; ET,n=l,2,... 
i=1 


لنركز بشكل خاص علي الحالة التي تكون فيها كل من 7 ,5 زمرة جمعية جزئية من ۸ء 
وقد عرف المجموع والجداء لزمرتين جمعيتين جزئيتين بهذه الطريقة حتى يكون كل 
منهما زمرة جمعية جزئية . 


(9-") مأخوذة 
إذاكانت #حلقة » وكانت لاء 1و 5 مجموعات جزئية غير خحالية من ۸» فإن : 
U) (i)‏ + 7) + 5 - نا + (STU = SK(TU) .)5 + T)‏ 
 )11(‏ إذا كانت 7و 5 زمرتين جزئيتين جمعيتين من ۸ فإن كلا من 7+ 5 و 51 
تكون كذلك . 


الحلقات الجزئية» التشاكلات والمثاليات ۲۳ 


(أذن) إذا كانت 1و 5 حلقتين جزئيتين من ۸» وكانت ۸ إبدالية » فإن 51 حلقة جزئية 


من ۸. 


البر هان 


(i) 


(ii) 


(iD) 


من الواضح أن (0] + 7) + 5 = 0 + (7 + 5) . لما كانت 57 تحوي كل المجاميع 
المنتهية من العناصر التي على الشكل ؟» حيث 7 ع + وى © ء فإن'57 مغلقة 
بالنسبة للجمع» وهكذا فإن ](51) و (/5)71 مغلقتان أيضا بالنسبة للجمع . 
إذا كان 2 عنصرا اختياريا من 51(17) فإن 2 هو مجموع منته لعناصر على الشكل 
دالا حيث كا € لاو 57 »© ×. لذلك فإن × مجموع منته من عناصر على الشكل 
#دحيث'7 ع 1 $ € «8S‏ وبالتالي فإن 2 هو مجموع عناصر على الشكل /(/5) . 
لما كان (0)ى = ا۵ی)» فإن هذه العناصر جميعها تنتمي إلى (5)110.. لکن 
(5)110 مغلقة بالنسبة للجمع لذلك فإن (5)117 © 2. وإذن (/5)11 ع 51(]7). 
والعكس يكن إثباته بطريقة مماثلة . 
إذا كان7 +$ ع ×x,×x‏ . فإن 1+ ىع« و +x=Sحیيث‏ 61 11 
و € كرد. لذلك 7 + 5 »ع 17-) + 52 -:) = :بر -* لأن7 ,5 زمرتان 
جمعيتان . علاوة على ذلك فإن 0 ينتمي إلى 5 وينتمي إلى 7» وبالتالي 
٠ Rl ETO OSO EOE ET‏ 
نعتبر الآن 57 . لقد لاحظنا أنها مغلقة بالنسبة للجمع . بالإضافة إلى 
ذلك إذا كان'57 © ,1 <s,‏ = برفإن 57 € ,1 (8)5 - ب لأنى ع ,و-. لما كان 
من الواضح أن 57 تحوي 0» فإنها تشكل زمرة جمعية جزئية من ۸ . 
لقد سبق ملاحظة أن 51 زمرة جمعية جزئية من . لذلك يكفى أن نثبت أن 
ات ات العدرى لحاضيل العارتة ٠‏ 


(و مالك 2)5 = 1 E‏ 


iJ 


لأن ۸ إبدالية» وبالتالى فإن حاصل الضرب هذا عنصر من عناصر ؟ . 


٤‏ الحلقات والحلقيات 


(homomorphisms) التشاكلات‎ - ¥ 

)٤-۲(‏ تعريف 

يقال عن التطبيق 5 د ۸ :0 من الحلقة ۸ إلى الحلقة 5 إنه تشاكل إذا حقق 
الشرطين التاليين : 
(O) 0‏ + )ل = y)‏ + عن 
$y) = (x) $) (۲)‏ 

.xyeR لكل‎ 

يلاحظ من المعادلة )١(‏ أن يمثل بصفة خاصة تشاكل زمر من*# إلى*؟ 
سكةم راض تاکن الزمر تحصل فلن 

(00 - = مق , ,0 = )$0 

لكل ۸ € ”» حيث,0 هو صفر الحلقة ۸ . 

لقد جرت العادة فى كتب الرياضيات المؤلفة باللغة الإنجليزية أن تصدر كلمة 
“morphism”‏ ببوادئ ا للتمييز بين أنواع مهمة ومختلفة من التشاكلات . إذا 
كانت 5 ,۸ حلقتين» فإننا: 
(۱) نسمى التشاكل ى ج ۸ تاثلا («توتطم:15020) إذا كان متباينا وغامراء أي إذا 

كان تقابلا . 
(ب) نسمى التشاكل من الحلقة ۸ إلى نفسها بالتشاكل الداخلى (11552م2000201ع6) . 
(ج) يي التماثل من الحلقة إلى نفسها بالتماثل الذاتي (automorphism)‏ : 


كما يكن التحقق بسهولة من أن تر کیب تشاكلين تشاكل وأيضا ت ركيب تشاكلين 
متباينين تشاكل متباين (12010111010171512) » وهكذا فی حالة تر کیب تشاكلين غامرين 
تشاكل غامر (6217201111512©) وكذلك تر کیب تماثلين تماثل. ويمكن الحصول على 
هذه النتائج بشكل مباشر من کون تركيب تطبيقين متباينين أو غامرين يكون متباينا أو 
غامرا على التوالى. بالإضافة إلى ذلك إذا كانى د 8 : 4 تماثل حلقات» فإن 
معكوس التطبيق 4 أي ۸ ج 5 : "0 (الذي يوجد لأن4 تقابل (1[60002)) يكون 
تمائلا. لأنه إذا كان 5 و و عنصرين من 5 فإنه يوجد عنصران 7 و” في ۸ بحيث إن 
)0 = 5 و (00 = دء وبالتالي فإن 


الحلقات الجزئية» التشاكلات والمثاليات Yo‏ 


ملم rr' = G(s)‏ = روزن )ان = (ss) = (Kr) (r)‏ م 
وبا مثل يمكن إثبات أن : 
(sS) + 01)‏ = وى + (s‏ م 
إذا کان یو جد تماثل من ۸ إلى ؟ فإننا تكتب 5 = ۸ ونقول إن ۸ تماثل (حلقاتيا) 
5. وإن الرمز ”=“ له خواص علاقة التكافؤء أي 


R=R (i) 
م - 5 جح 5 د عر‎ 001) 
R=S, 35 - 7 ج‎ /-<7' (ii) 


وهذه نتائج لما ذكر أعلاه . بشكل تقريبي تكون حلقتان متماثلتين إذا أمكن 
الحصول على إحداهما من الأخرى بإعادة تسمية العناصر فقط وإبقاء جدولي الجمع 
والضرب دون تعديل » لذلك فإن الحلقات المتماثلة لها نفس الخواص الحبرية . إن 
مفهوم التماثل يسمح لنا الآن أن نضبط بعض الملاحظات الغامضة بالفصل الأول. إن 
كلا من المجموعات الحزئية : 

)اط + {a1‏ }زط + اه) . .. الخ 

هي حلقة جزئية من حلقة المرباعيات المشار إليها في مثال حلقة (1) وإن كلا منها يماثل 
(خلقة) الأغداد المركبة. ۰ 

لقد سبق أن أشرنا إلى أن أي تشاكل من حلقة ۸ إلى حلقة 5 يكن التفكير فيه 
بصفة خاصة كتشاكل من*۸ إلى”5. ونستطيع الحصول على بعض المعلومات عن هذا 
التشاكل بهذه الوسيلة . كمثال على ذلك». فإن 0)10 صورة »۸)1۵8٤(‏ ويرمز لها 
بالرمز 1504» هى زمرة جزئية من*5 . كذلك باعتبار م تشاكل زمره فإن له نواة 
›»)keme(‏ وهى : 

{r € R: (x) =0} ۰ 

والتي غالبا ما سيرمز لها بالر مز 1610. نحن نعلم من مبادئ نظرية الزمر أن 1670 زمرة 
جزئية ناظمية (00ا5810نا5 2017081) من */ (بالرغم من أن استخدام كلمة «ناظمية» 
غير ضروري في هذه الحالة لكون*# زمرة إبدالية» وبالتالي أي زمرة جزئية تكون 
ناظمية) . باستخدام البنية الضربية نستطيع الحصول على معلومات أكثر عن 6:0! 
وعن 14. وبصفة خاصة» إذا كان × أي عنصر من ۸ وكان 17# ع مء فإن : 


۲٦‏ الحلقات والحلقيات 


(xk) = (x) 000 = (x) 0, = 0,‏ 
إذن e k۲۵‏ ۸× وبالمثل یکن إثبات أن عا € ×۸ . 


(0-9) تعريف 

يقال عن مجموعة جزئية × من حلقة ۸ إنھا مثالی (1ه06) فى إذا كانت ۸ 
زمرة جمعية جزئية من ۸ وکان ۸ € xk kx»‏ لکل ۸ € 4, 8 € x‏ .` 

ومكن إعادةضياغة التعريف طرق متعددة متكائعة . فحت الترهو الشار اليه 
سابقا إن المثالى فى ا حلقة ۸هر زمرة جزئية جمعية ٤‏ من #تحقق الشرط 16ح 816 KRU‏ . 
وعلى نحو أكثر وضوحا إن مثالي في ۸ إذا وفقط إذا كان: 


0 غ2 ع‎ (i) 
kk مدع جح كلع‎ eK (ii) 
keK, xeR3kx,xke K (i11) 


سنكتب ۸ > 2 إذا کان مثاليا فى الحلقة ۸. سنواجه أمثلة عن المثاليات فى 
أثناء دراستنا ونشير إلى أن كلا من (0) و ۸ يشكل دائما مثاليا فى الحلقة ۸ . 


(؟-5) مأخوذة 

نفرض أن ۸و 5 حلقتان وأن 5 ج ۸ :۵ تشاكل . عندئذ : 
ke10 9 ۸R  )1(‏ » ويكون م تشاكلا متباينا إذا وفقط إذا كان (0) = ke۲4‏ 
 )11(‏ 4«اتشكل حلقة جزئية من 5 . 


البرهان 

() لقد سبق أن أثبتنا أن ۸ > م162 . 
نفرض الآن أن 9 تشاكل متباين وأن k۲۵‏ ء د إذن(,0)0 = ,0 = (٭)ء 
وعليه فإن,0 = × وبالتالى (,0) = ۲۵ع . وبالعكس. إذاكانت ,20 = ke۲4‏ 
وكان ۸ € نر ,× وکان ( = ( )4ء فإن (ر - )0 = (ر)) - )م = 0. إذن 
k94‏ ع رر -×» وعليه فإن ,0 = ر - × وبالتالی رر=×. إذن م تشاكل متباين في 
A‏ 


الحلقات الحزئية ء التشاكلات والمثاليات ¥ 


(1) سبق أن رأينا أن 120 زمرة جمعية جزئية من ۸ وبقي أن نثبت أنه إذا كان 

imp‏ © ی ,ى فإن 1100 © “وى . حسب تعريف 1100 يوجد ۸ © “7 7 بحيث إن 

)0 دوو 000 = ی إذن: 

ss = 0) 065 = 001 € imQ 

بعد أن لاحظنا أن كل نواة هي مثالي» يحق لنا أن نتساءل هل كان مثالي نواة؟ 
أي هل كل مثالي في حلقة ۸ هو نواة لتشاكل من ۸ لحلقة أخرى؟ للإجابة عن هذا 
السؤال من المفيد أيضا أن ننظر إلى الزمرة الجمعية*/ . 

لنتذكر حالة الزمر الإبدالية . إذا كانت 4 زمرة إبدالية» وكانت 8 زمرة جزئية 
من 4» فإن مجموعة مشاركة ل 8 في 4 هي فصل تكافؤ لعلاقة التكافؤ - المعرفة على 
4 كما يلى : 

x~y يرجت‎ «7 8 ١ 

لما كانت 4 زمرة إبدالية» فإن 8 ناظمية في 4» وبالتالي فإن الاختلاف بين 
المجموعات المشاركة اليمنى وامجموعات المشاركة اليسرى يختفي . إذا كان × عنصرا 
من مجموعة مشاركة ما فإن عناصر هذه المجموعة المشاركة هي × + 6 حيث يمر ط 
على كل عناصر 8» ويرمز لهذه المجموعة المشاركة ب × + 8 . يرمز لمجموعة كل 
المجموعات المشاركة ل 8 فى 4 بالرمز 4/8. إذاعر فنا على 4/8 العمليتين التاليتين : 

BEB ++)‏ د ردم 
-) + ع 2 + 8) - 

فإن هاتين العمليتين حسنتا التعريف» أي أن الطرف الأيمن من أي من المعادلتين أعلاه 
يعتمد على المجموعتين المشاركتين بالطرف الأيسر ولا يعتمد على العنصرين المختارين 
ر ,نا لتمثيلهما . تجعل العمليتان 4/8 زمرة إبدالية» وتكون المجموعة المشاركة 8 العنصر 
الصفري لها . التطبيق × + 8 ج × :له تشاكل زمر غامر نواته 8» ويسمى ا التشاكل 
الطبيعى (2010010012115192 )natural‏ من 4 إلى 4/8 . 

لوجع إلى بدالة اة ادش مرج لتك ادن ا م ت 
يكون المثالي المعطى K‏ نواة له. سنفكر في الحلقة كزمرة جمعية ونعتبر مجموعة كل 
المجموعات المشاركة 12/16 والتي يمكن النظر إليها كزمرة جمعية » ثم نحصل على تشاكل 


۲۸ الحلقات والحلقيات 


زمر ۸/۸ ج ۸ :1 كما هو أعلاه . نحن نرغب أن يكون ا تشاکل حلقات» ولكن 
العقبة الرئيسة هي أن ۸/۸ ليست حلقة حتى الآن . هل يكن جعل 1/16 حلقة حتى 
نجعلا تشاكل حلقات؟ يجبرنا الشرط («×)ا = ((1 (×)1 على تعريف الضرب فى 
R/£‏ كما يلي : / 
K+ xy‏ ع »*(K+y)‏ + 6 
يجب التأكد أولا من أن التعريف يعطي عملية ثنائية على /۸؛ أي أن المجموعة 
المشاركة التي على اليمين تعتمد فقط على المجموعتين المشاركتين اللتين على 
ا ua‏ ليما RR E‏ 
وكان ر + ۸ ع بر+ كل فإن 4 + ×= يد و] + ر = برحيث ۸ ع 1 ,۸. وبالتالى فإن: 
xy + (ky +x [ + RD‏ د بور ۰ 
لما كان £ مثاليا فى الحلقة ۸ وحيث إن ۸ > 1 ,۸ء فإن العنصر المحصور بين قوسين 
ينتمي إلى . لذلك : 
K+xy=K+xy‏ 
وبالتالى فإن التعريف السابق يعطى فعلا عملية ثنائية على ۸/٤‏ . نلاحظ أن كون ۸ 
مثاليا فى الحلقة ۸ هو الذي جعل ذلك مكنا . 
يستطيع القارئ التأكد بسهولة من أن 8/5 تحقق شروط الحلقة وأننة حقيقة 
تشاكل حلقات» وهكذا نكون قد حصلنا على المأخوذة التالية : 


(۷-۲) مأخوذة 
إذا كان >1 مثاليا فى ا حلقة ۸ وكانت 19/16هى مجموعة كل ا مجموعات ا مشاركة 
RK‏ نرف عار OI‏ ش 
(x+y) ْ‏ + كر ع (K+x +(K+y)‏ 
0 -) + كم ع زر + كل) - 
K+ xy‏ = زر + 16) م (K+‏ 
تبعل ۸/۸ حلقة » كما أن التطبيق الطبيعي × + ۸ ج × : له هو تشاكل غامر نواته ۸. 


الحلقات الجزئية» التشاكلات والخاليات ۲۹ 


تسمى ۸/۸ حلقة القسمة (00]16061128ا) أو حلقة فصول الرواسب 
(عهتد )residue class‏ ل ۸ بالنسبة إلى 1 » كما يسمى ال التشاكل الطبيعى 
)natural homomorphism)‏ من 8 إلى .R/‏ يلاحظ أن 


(RIK)? = RK 
إن الصفة الرئيسة للتشاكل الطبيعى من الحلقة ۸ إلى حلقة قسمة ۸/7 معطاة‎ 
. بالمبرهنة التالية‎ 
مبرهنة‎ )۸-۲( 


نفرض أن 47 3 وأن [/۸ د ۸ :اهو التشاكل الطبيعي . نفرض أن 
5 ج ۸ : © تشاكل حلقات بحيث إن نواته تحوي 7. إنه يوجد تشاكل وحيد 


5 +¬ 117 : ۷ يجعل الرسم التخطيطي التالي إبداليا . 


كما أن 0/7 مم1 = ker‏ . 

(عندما يقال إن الرسم التخطيطي أعلاه إبدالي فإن ذلك يعني أنه يتم ا لحصول على 
نفس النتيجة بالذهاب من ۸ إلى 5 باستخدام أي من الطريقين ا ممكنين - مباشرة أو 
عن طريق ۸/7 . وبكلمات أخرى نالا = 4) . 


البرهان 

إذا كان الرسم التخطيطي إبدالياء فإن 
x) = WU(X) = (x) (*)‏ + وبلا 
لكل 8/7 ع ×+ 7» وعليه توجد طريقة واحدة ممكنة لتعريف/1» وإذن يجب أن نتأكد 
من أن تعريف (× + 1/)7 بأنه ()0 يفى بالغرض . أولا يعتمد التعريف على المجموعة 
المشاركة ×+ 7 فقط وليس على الممثل ×. لأنه إذا كان عر + ىر دع + ل فإن[ ع دي 
وحسب الفرض فإن هذا يعني أن74ع! © × - ند وبالتالي فإن 0= ( × - )0 ويؤدي 


0 الحلقات والحلقيات 


هذا إلى (0)×7 = («) . لذلك فإن تعريف ۷ المذكور في (*) يعرف تطبيقا 
8 ای من ا 2 ٠‏ 
YO + x) + ) + y)) = WO + ) + y)) = (x Fy)‏ 
(x) + QO) = VJ + x) + (J + y)‏ = 
لذلك فإن/ا يحافظ على الجمع . نستطيع بالمثل إثبات أن ۷ يحافظ على الضرب . 
وإذن/1 تشاكل حلقات . 
أخيرا من (*) يلاحظ أن : 
0عععا € x‏ ج 0 = ¢)x)(‏ ج 0 = VW + x)‏ 
وإذن kery = ker(/J‏ . 
تسمى المبرهنات الثلاث التالية عادة بمبرهنات التماثل الأولى» الثانية والثالثة 
حسب الترتيب وهي مبرهنات تنتج بسهولة من مبرهنة (۸-۲) . 


)٩-۲(‏ مبرهنة 
إذا كان 5 <- ۸ : © تشاكل حلقات» فإن 
Rlkerp = imp‏ 
البرهان 


لنعتبر k۲۵‏ = ل فى المبرهنة (۸-۲) . هذا يعطى التشاكل 35 ج مع R/k)‏ :لز 
الذي يجعل الرسم التخطيطي التالي إبداليا ونواته 


و 
Rl/ker ¢‏ 


هى 1614/1654 الحلقة ا لحزئية الصفرية من 8/1654 . لذلك حسب المأخوذة ٦-۲(‏ )ن 
تشاكل متاين: كما ينتج من العلاقة سن = أن 0م لبذ . وإذن م يشكل 
تماثلا من 0ع ۸/k‏ إلى 100[ . 


الحلقات الحزئية ء التشاكلات والمثاليات ۳١‏ 


(؟-١١)‏ مبرهنة 

إذا كانت ۸ حلقة» ۸ > 3 و 5 حلقة جزئية من ۸ فإن 7 + 5 حلقة جزئية من 
ف ل + 43 رن 485 ل مكو رح كاك ح ال +د 3ق . 

قد يساعد الرسم التخطيطي التالي على تصور ما تشير إليه هذه النتيجة : 


S + J 


الود 


العلاقة «مثالي في» يعبر عنها بخطين مزدوجين وا مبرهنة تنص على أن حلقتي 
القسمة (ا مناظرتين للضلعين ا مزدوجين المتقابلين) متمائلتان . لهذا السبب تسمى هذه 
ا مبرهنة أحيانا بقانون متوازي الأضلاع . 


البرهان 

نعلم من (۳-۲) أن 7 + 5 زمرة جمعية جزئية من ۸. نفرض أن 5 © “5 ,5 
وأن J‏ ع ثر,ثر. لما كان / مثاليا فى الحلقة ۸ء فإن: 

+j)=ss + RE € S++‏ )زر + ك) 

من الواضح أن 7+ 5 > 7. نفرض أن 1/7 ج ۸ :ا التشاكل الطبيعي وأن ا 
اقتصار ا على 5» فيكون ا تشاكلا من 5 إلى 8/7. تحوي صورة ا كل المجموعات 
المشاركة 7+ 5 حيث 5 > 5؛ أي أن 7/7 + 5 = 11010. تحوي نواةلة كل العناصر فى ؟ 
التى يرسلهانة إلى الصفر؛ أي أن [ ۸ 5 -تنه,ه . لذلك 7>[ ۸ 5 حسب (5-7) 
وكذلك 3 ۸ 5/5 = 7/7 +5 حسب (4-۲) . 


۳۲ الحلقات والحلقيات 


(؟11-5) مبرهنة 

إذا كانت ۸ حلقة وكان 16 , ل مثاليين فى ا حلقة #بحيث إن ۸ ح 7 » فإن 
K/J > 8/7‏ وكذلك : ا 

(RIDI(KIT) = RIK 

اللرهان 

لنستخدم (۸-۲) معتبرين © التشاكل الطبيعي من ۸ إلى ۸/۸ . عندئذ = ke۲4‏ 
۸ ونحصل على تشاكل ۷ حيث إن الرسم التخطيطي التالي تبادلي 

م ج R‏ 


NZ 


RI 

كذلك ۸17 = k۲۷‏ . من الواضح أن ۷ غامرء وهكذا باستخدام المبرهنة الأولى في 
التماثل » نحصل على النتيجة المطلوبة . ٠‏ 

توجد «مبرهنة تماثل» أخرى تختص بالعلاقة بين المثاليات في 14ء والحلقات 
الجزئية في 1534» . . . إلخ (حيث # تشاكل من حلقة ۸) من جهة والأشياء المناظرة لها 
في ۸ من جهة ثانية . نحتاج أن نتذكر بعض المعلومات في نظرية المجموعات قبل أن 
نذكر هذه المبرهنة . 

نفرض أن "۲ ,"× مجموعتان وأن "۲ ج "× : f‏ تطبيق وكذلك نفرض أن 
۲ ,× مجموعتان جزئيتان من "۲ ,"لا على التوالى . 

: 08 

(8 ع « : دان = تار 
f € Y}‏ : "لت 2 = )مر 

تسمى ا مجموعتان (1)06] و (7)' f‏ صورة (ع16)11738. والصورة العكسية 
(©ع712] عsعاin)‏ ۲1 على التوالى . نحصل بهذه الطريقة على تطبيق من المجموعة 
()22.(ممجموعة المجموعات الجزئية ")إلى المجموعة (1/7).. لازال هذا التطبيق 
يحمل الرمز/» بالرغم من أنه من المفروض أن يعطى رمزا مختلفا . بالمثل يوجد تطبيق 
(” )2 ب  :.)"(‏ ثم . يمكن التحقق بسهولة من صحة النتائج التالية : 
() إذاكانت صفح ۲ فإن((72)7-1)07 = ۲ 


الحلقات ال حزئية » التشاكلات والمثاليات ۳ 


(1) إذا كانت '× ,× مجموعتين جزئيتين من "× وکانت'۲ ,۲ مجموعتين جزئيتين 
من "213 فإن: 
fM c f)‏ جد الاح 71,17 2 700 جح “لا 0 216 
نستطيع الآن أن نتطرق إلى المبرهنة الأخيرة في التماثل وهي كما يلي . 


(؟7-9١)‏ مبرهنة 

نفرض أن 5 ,۸ حلقتان» ونفرض أن 5 د ۸ :0 تشاكل نواته ۸. يشيّد 
التطبيقان © و 01 ا مذكوران أنفا تقابلا يحافظ على الاحتواء بين مجموعة الحلقات 
ا جزئية من 1114 ومجموعة ا حلقات ا جزئية من ۸ التى تحوي ۸. فى هذا التقابل 
ا مثاليات تناظر ا مثاليات . ١‏ 


البرهان 

نفرض أن" = 7ء وأن لا حلقة جزئية من 7. نود أن ثبت أن (0) م 
حلقة جزئية من ۸ تحوي ۸. نلاحظ أن نا جع 0 ولذلك× = ((0))'م < (7)' ۵ 
(حسب (11)). نفرض أن (7) 6 ع ٣ ٣'‏ وبالتالی فإن نا © ('0)7 ,(0)7 وهكذا فإن 
U‏ € )0 + ()) = + )¢ لأن ل حلقة جزئية. ويؤدي هذا إلى أن 
(0)ه e‏ ”+ /. وبالمثل يمكن إثبات أن ۲ - و ۲۳ ينتميان إلى (471)17. وهكذا فإن 
(7ا)' 0 حلقة جزئية من ۸. باستخدام (1) نستنتج أن ((0)0)10 = 17 . 

نفرض أن ۷ حلقة جزئية من ۸ تحوي 16. سنثبت أن (/0)1 حلقة جزئية من '21 
وأن (0)17/7 م = ۷ . ونكون بذلك قد أثبتنا أن التناظر الذي عمل بواسطة 0 و61 بين 
الحلقات الجزئية ل14 -7 والحلقات الجزئية ل ۸ التي تحوي 16» هوتقابل . نلاحظ أن 
(4)17 صورة تشاكل معين ل ۷ وهو اقتصار 4 على ۷؛ لذلك فإن (۷)) هي حلقة 
جزئية من 7 حسب مأخوذة (1-۲). نفرض أن ((67))1 ٤‏ 7. هذا يعني أن 
(۷) ع )4» وبالتالي ()0 = )4 حيث ۷ © <. إذن 0 = (« - 00 وبالتالي 
sr-veK‏ أي أن ۸ + ۷= م حيث غ1 € ۸ . ولكن ۷ ج 1 حسب الفرض » إذث 
۷ و ۷ ء 4 وهذا يؤدي إلى أن ۷ ((0')))۷ . الاحتواء العكسي واضح» إذن 
((1))17 ¢ = 7. 


٤‏ الحلقات والحلقيات 


نلاحظ أن الحقيقة التى تشير إلى أن التقابل يحافظ على الاحتواء هى بالضبط 
الشرط (01 المذكور آنفا. ترك للقارئ أن يتأكد من أن المثاليات تقابل المثاليات . 

من المفيد أن نشير إلى خواص التناظر المذكور سابقا حينما يكون0 هو التشاكل 
الطبيعى لا من الحلقة ۸ إلى حلقة القسمة 1/16. فى هذه الحالة» كل حلقة جزئية من 
اناو ا بع م سجموعات تشارعة دع رأ قسن اماد هله 
المجموعات المشاركة . ومن ناحية أخرى» كل حلقة جزئية من ۸ تحوي غ» هى اتحاد 
ا نت ملي ركة ل الو سعد لها بو عحس وه هله الجدرعات المشباركة وروكا حا 
جزئية من ۸/۸ صورة تحت تأثير لة لحلقة جزئية ۷ من ۸ تحوي 16» ولذلك هى على 
الصورة ۷/۸. بالمثل» مثاليات الحلقة ۸/۸ نحصل عليها من مثاليات ۷ للحلقة ۸ 
والتي تحوي ۸ . 


۳- بعض خواص الخحلقات الجزئية والمثاليات 
)١۳-۲(‏ مأخوذة 
(1) نفرض أن (1/ ع 2 : ,5 أية مجموعة حلقات جزئية (مثاليات على التوالى) 


فى حلقة ۸» فتكون ر5[ ] = 1 حلقة جزئية (مثاليا على التوالى) فى ا حلقة ۸. 
AeA 1‏ 3-0 
(1) نفرض أن 
...كت ول > إلى 


سلسلة تصاعدية (74171© 050671:0171#) من حلقات جزئية (مثاليات على التوالى) فى 


ا حلقة ۸» فتكون ,5 [ ]| - 5 حلقة جزئية (مثاليا على التوالى) فى ا حلقة ۸ . 


i=] 
البرهان‎ 
. لکل ۸ © 2ء فإن 1 > 0. لذلك فإن 1 مجموعة غير خالية‎ 0 ٤ ل اکان ,؟‎ )( 
نفرض أن 1 © ط ,ه» فیکون ,8 € 5,ه لكل ۸ © ۸. وإذن ,5 € طه,ط-ه‎ 
. لكل ۸ © ۸ وبالتالي 7 ع ط © ,5 -ه» وعليه فإن 7 تشكل حلقة جزئية‎ 
نلاحظ بالإضافة إلى ذلك» أنه إذا كان كل ,ك مثاليا في الحلقة ۸ وکان ۸ € بد‎ 
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فن »× و ×ه ينتميان إلى كل رك وبالتالي ينتميان إلى '7 . إذن تشكل 1 في هذه 
الحالة مثاليا في الحلقة ۸. 

(3) من الواضح أن5 » 0 . نفرض أن 5 ٤‏ 5 ,© فيكون ,5 € ۾ , , € ط لرقمين 
ر,ة. إحدى الحلقتين الجزئيتين 5 ,5 تحوي الأخرى ؛ وبذلك يمكننا أن نختار 
(([ ,)×۳۵ =) / بحيث إن ,5 € ط ,ه. وعليه فان ,5 ع طه ,5 - » وبالتالى 
5 > طه ,ط -4. ويؤدي هذا إلى أن5 حلقة جزئية . سنترك للقارئ ال حالة التي 
تكون فيها 5 مثاليات . 
تسمح لنا المأخوذة (17-1) بتعريف الحلقة الجزئية أو المثالي المولد (generated by)‏ 

بمجموعة معطاة من العناصر» لأنه إذا كانت × مجموعة جزئية من ۸» فإن تقاطع كل 

الحلقات الجزئية من # التي تحوي × تشكل حلقة جزئية من ۸ تحوي × أيضاء وهي 
الصغرى من بين الحلقات الجزئية من التي تحوي ×. تطبق ملاحظات ممائلة على 

المثاليات . 


)۱٤-۲(‏ تعريف 
الحلقة ا جزئية ا مولدة بمجموعة جزئية ×من 1هى ا حلقة ا جزئية الصغرى فى ۸ 
التي نحوي ×. وامثالي ا مولد ججموعة جزئية اهو ا ثالي الأصغر في الذي يحوي ×. 
قد يكون من المفيد أن نعطي وصفا داخليا للحلقة الجزئية أو المثالي المولد 
بمجموعة معطاة ولتكن ×؛ أي الوصف الذي يوضح كيف تبنى عناصر الحلقة الحزئية 
أو المثالي من عناصر المجموعة ×. سنعطي الآن هذا الوصف . 


(؟-5١)‏ مأخوذة 
إذا كانت × مجموعة جزئية من حلقة ۸» فإن : 

00 ا حلقة ا جزئية من ۸ا مولدة بواسطة × نح وي كل ال مجاميع ال منتهية للعناصر 
× ر × ± حیث £ 6 ,× ...,۸1=1,2. 

(11) إذا كانت ۸ حلقة إبدالية بجحايد» وكانت © < كا فإن ا مثالى ا مولد بواسطة × 
هو RX‏ . ۰ 


۳٦‏ الحلقات والحلقيات 


البرهان 

() نفرض أن 5 هي الحلقة الجزئية من ۸ المولدة ب * . ولا كانت 5 حلقة جزئية من 
8 تحوي × فإن 5 تحوي كل حواصل الضرب المنتهية لعناصر *؛ وبذلك تحوي 
المجموعة 5 التي عناصرها كل المجاميع المنتهية للعناصر من الصيغة : 


n= 1,2, ... ر ×× ۳ حیث × © ,× و‎ Ke 


ومن ناحية أخرىء لما كانت 5 تحوي 0 (لأننا نعتبر الصفر حاصل جمع حدود 
عددها صفر)»ء فإنه من الواضح أنها حلقة جزئية من ۸ تحوي ×. لما كانت 5 
الحلقة الجزئية الصغرى من هذا النوع فإن 25 5 وهكذا فإن هاتين المجموعتين 


(9 نفرض أن ۸ إبدالية بمحايد . نتذكر أن ×۸ ترمز للمجموعة التي تحوي كل 


n 
n> ع ,د.ا‎ XJSlgr, د ”رح لكل »ع‎ 
i= 


إذا کان × یرمز للمثالى فى الحلقة ۸ المولد ب فإن كل عنصر,× ٣,‏ ينتمى إلى × 
ولذلك × ×۸ . و ثاها E‏ فإن ×۸ مثالى فى ۸ لأأن ×۸ تشکل زمرة جمعية 
جزئية من ۸ حسب (۳-۲)» «R(RX) = (RR)X CRX iı‏ لكن ۸ حلقة إبداليةء 
إذن 11-47 . كما يلاحظ أن ×۸ تحوي × لإنه إذا كان × € × فإن ×۸ € 1x‏ = بج 
حقيقة وجود المحايد في ۸ حقيقة مهمة هنا. من تعريف لآ نستنتج أن ×۸ ج » 
وعليه فإن هاتين المجموعتين متساويتان . 

نلاحظ أن وصف المثالى المولد ب × يكون أكثر تعقيدا فى حالات أكثر تعميما 
ةن ول سار رن امجن رع ات وا كاين 

لقد سبق أن عرفنا مجموع مجموعتين جزئيتين غير خاليتين من حلقة» ويمكن 
تعميم هذا التعريف إلى عدد منته من المجموعات الجزئية كما يلي : 


n 
30 = $ +۰۰۰ + رق‎ = 5| +... Sp : Sj eS} 


i=} 
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وبالتالي سنحصل على : 
(؟-15١)‏ مأخوذة 


nA 
. ۸ مثالى فى الحلقة‎ 3 = ١<١ 7: إذا كانت 3 ,... ,ل مثاليات فى الحلقة ۸» فإن‎ 


i=] 
البرهان‎ 
من الواضح (انظر المأخوذة (۳-۲)) أن [ تشكل زمرة جزئية جمعية من ۸. إذا‎ 
لقن عن فطق انوع ماد‎ Eo ES oe 
=1 
. ۸ وبالمثل 7 > “ثر. وإذن 7 يشكل مثاليا فى‎ 
سنختم هذا الفصل بوصف الحلقات الجزئية والمثاليات في الحلقة 1. يعتبر‎ 
تقديم وصف دقيق للحلقات الحزئية لحلقة معطاة إنجازا غير عادي» ولكن يكن عمل‎ 
ذلك في حالة 7 بدون صعوبة كبيرة . سنحتاج إلى خاصة أساسية ومألوفة ل7 تسمى‎ 
: وھي كما يلي‎ )Eucاidean‎ division property) خاصة القسمة الإقليدية‎ 
إذا كان 7 > 5 ,4 وكان 0 ع ط» فإنه يوجد عددان صحيحان ” و ۾ بحيث إن‎ 
a=bq+r , 0 اما > م>‎ 
هذه النتيجة جزء من دراستنا في المراحل الأولى» وتكمن الصعوبة في تقديم برهان لها‎ 
في أن نقرر من أين نبدأ؟ سنكتفي بالرسم التخطيطي التالي وننصح القارئ غير المقتنع‎ 
صفحة4: في المرجع‎ )۱١( بالرجوع إلى كتب أخرى, أنظر مشلا مبرهنة‎ 
. [Maclane et al, 1967] 


(1+ن) 4 9 2b‏ 0 0 
جب سه تسبي + ب هت 


سسس ست 
r‏ 


)١۷-۲(‏ مأخوذة 
ا حلقات ا جزئية من ,أأهي بالضبط ا حلقات ا حزئية ([ € ه : ©:7) = ۸1 حيث 


7ع م>0. 


۸ الحلقات والحلقيات 
البرهان 

من الواضح أن كلا من المجموعات ال جزئية 77 يشكل حلقة جزئية من[ . نفرض 
أن 5 أية حلقة جزئية من 7. إذا كانت 5 هي الحلقة الصفرية فإن 07 -5. نفرض أن ى 
ليست الحلقة الصفرية» وبالتالى فهى تحوي عنصرا غير صفري ؟. لما كانت 5 حلقة 
حرقة ذإن قا ون وھ إناء ارو اد م موچ فان 5 تحوي بعض 
الأعداد الصحيحة الموجبة . تحوي أية مجموعة غير خالية من الأعداد الصحيحة ال موجبة 
عددا أصغر» وهذه خاصة أساسية أخرى من خصائص 7. نفرض أن ۸ أصغر عدد 
صحيح موجب ينتمي إلى 5. لما كانت 5 حلقة جزئية» فهي تحوي بالإضافة إلى ۸ 
العنصر (۸ +...+ ۸) ± = 76 الذي له اها حداء حيث 7 © ه» وبالتالي 5 > ۸1. من 
ا ری ا كانه فما ارا فإف باستخداء شام خوارزسية القبيهة 
في ,1 نستطيع كتابة 7 + ۸٩‏ = 8 حيث 1 € 4,۲ » 7 > 7 > 20 ويؤدي هذا إلى أن 
5 > 07 +$ » بوم - ص > م . إذن إما0 = أو أن 5 تحوي عددا صحيحا موجبا أصغر 
من ۸» وحيث إن الاحتمال الثانى يناقض اختيار ۰۸ إذن 0 = ٣‏ وبالتالي ب« € ود 
وعليه فإن ۸2 > 8. إذن ۸1 = 5. 1 

من الواضح أن 17 يشكل مثاليا في ,7 وهو مثالي مولد به . لذلك فإن أية حلقة 
جزئية فى 7 تشكل مثاليا وهذه حالة غير عادية (انظر تمرين .)٠١‏ نلاحظ أن حلقة 
ال 097 عن اة 2 ر 0 الو اس امن الى أف إليها دة اقل فن 
الع 0 ر امرك ا كلقةهى اللسوطات امشاركة د وة حت 
ر على كل عناصر 2 . إذا كان 0 < * فإنه يكن كتابة :7 على الصورة ۲ + ١ي‏ ؛ 
حيث ۸ > / > 0. وبالتالى ۲ + 1م = ” + 7م . لذلك. إذا كان 0 < ۸ فإنه يوجد 
غ م العاف الشاركة ا و 

ش nl. = nl +0, RES‏ 
وغالبا ما تكتب بالشكل التالي : 

[n~ 1]‏ ,... ,[2] ,]1[ ,]0[ 
يكن التعبير عن العمليات في ,7 كما يلي : 
[i+ 1, IU = ] ij], - [i] = [- i]‏ =1 + [1] 
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باستخدام خاصة خوارزمية القسمة» نستطيع أن نعبّر عن [[+ ]» الم 


بواسطة أحد عناصر القائمة : 


-١ 
- 


کک 


[0], [1], [2], ..., [r~ 1] 


بإضافة أو طرح مضاعف مناسب للعدد 7 . 


تمارين على الفصل الثاني 

إذا كانت ۸ حلقة بمحايد» وكان J‏ مثاليا فى ۸ يحوي المحايد» فأثبت أن ۸ = ل. 
اكتب الحلقات الجزئية والمثاليات للحلقة 5006 (مثال حلقة ) في الحالات 
التي تحوي × عنصرين أو ثلاثة عناصر . 

نفرض أن 7 ,7 ,لا مجموعات جزئية غير خالية من حلقة ۸. أثبت أن 
X۲ + 7‏ ح (2 + ۲)¥. وأن المساواة تحصل عندما تحوي كل من 7 ,ل الصفر . 
أعط مثالا لثلاث مجموعات جزئية من 7 لا تحقق المساواة فى حالتها . 

وضح أن اتحاد حلقتين جزئيتين من حلقة قد لا يكون حلقة جزئية . أثبت أنه إذا 
كانت “5 ,ى حلقتين جزئيتين من حلقة ماء فإن “5 د56 تكون حلقة جزئية إذا 
وفقط إذا كان 57 ج 5 أو5 > 5 . 

أثبت أن الحقل × له مثاليان فقط . وبشكل أعم أثبت نفس الشيء في الحلقة 
MK)‏ . 

نفرض أن (7,)10 مجموعة كل المصفوفات من النوع 7 على الحقل ۸ التي 
تكون عناصرها تحت القطر أصفاراء وأن(1,)K‏ المجموعة الحزئية من (&),7 
التى تكون فيها عناصر القطر أصفاراء وأن ©2.)1 مجموعة كل المصفوفات 
القطرية من النوع # »على الحقل . أثبت أن كلا من هذه المجموعات 
يشكل حلقة بالنسبة لعمليتي جمع المصفوفات وضربها وأثبت أن 
© > (كن)رق وأن (1)رط = ,)K(/7,)K(‏ . (إرشاد: کون تشاكلا 
غامرا من (1,)16 إلى (1(,)16 بحيث تكون نواته(1,)۸) . 

أعط مثالا يوضح أن العلاقة ”>“ بين الحلقات الجزئية لحلقة» ليست متعدية 
((إرشاد: اعتبر الحلقة (7,)0 المعرفة في المثال السابق) . 


م الحلقات والحلقيات 


۸ - أثبت أن أي تشاكل حلقات م يمكن التعبير عنه بالصيغة عل -4» حيث6 تشاكل 
غامر وم تشاكل متباين . 

- إذاكانم تشاكلا من حلقة تامة ۸ إلى حلقة تامة5» فأثبت أنه إما 
(,0) = 9)80 أو ,1 = (1)$ . 

٠‏ - إذاكانت ۸ حلقة بمحايد بحيث تكون فيها أية حلقة جزئية مثاليا فأثبت» باعتبار 
الحلقة الجزئية المولدة ب1» أنه إما(0) = ۸ أو / > ۸ أو ,7= ۸. أعط مثالا 
لحلقة بدون محايدء تكون فيها كل حلقة جزئية مثاليا. 

١١‏ - افرض أن ۸ حلقة» وأن × مجموعة جزئية فيها. صف المثالي في ۸ المولد ب 
Xx‏ 
(۱) إذاكانت ۸ بمحايد 
(ب) إذا كانت ۸ إبدالية بدون محايد . 

(ج) بشكل عام 

۲ - افرض أن ۸ حلقة إبدالية بمحايد. أثبت أن ۸ حقل إذا وفقط إذا كان يو جد فى 
۸ مثاليان فقط . يقال عن مثالي ۷1 لحلقة ۸ إنه مشالي أعظمي (maximal ideal)‏ 
إذا لم يوجد مثالي [ يحقق C۴‏ ل-11. ا مرا ا 
مثالى أعظمى فى ۸ إذا وفقط إذا كان ۸/1 حقلا . 

اعد ا ا زورن (3صتتداع.آ 0*5زم2) (انظر مثلا صفحة 77 بالمرجع 
[1955 ,لا16اء>1] إذا كنت لم تطّلع سابقا على هذه المأخوذة) في إثبات أنه يوجد 
مثالي أعظمي في كل حلقة إبدالية غير صفرية وبمحايد» واستنتج أنه يوجد 
تشاكل غامر من هذه الحلقة إلى حقل . 

١4‏ *-أثبت التعميم التالي للتمرين ؟١‏ : إذا كانت ۸ حلقة إبدالية تحقق(۸±)0 ولها 
بالضبط مثاليان فإن ۸ حقل . عمم باقي التمرين أيضا. 


رس رسس 


لقد لاحظنا فى الفصل السابق » كيفية بناء حلقات جديدة من حلقات معطاة بتكوين 
ات جرف وع د ا ,ذل هذا النسل ا وف هيحان 
المجموع المباشر لحلقات» حلقة كثيرات الحدود وحلقة المصفوفات . مثل هذه البنى مهمة 
لعدة أسباب : أولها إنها ستضيف أمثلة إلى محفظة أمثلتنا الملموسة» وسيكون ذلك 
مفيدا فى إعطاء نظرة فاحصة إلى مبرهنات معروفة» كما يساعد فى تجربة مدى صحة 
بعض التتائج المتوقعة . وثانيها إندمن لمكن فى يعن الأحيان إنات أن بض السفانخ 
الجبرية يكن أن ترثها الحلقة من مركباتها التي استخدمت في بنائهاء وبالتالي تعميم 
مبرهنة ما إلى فصل أكبر من الحلقات . وثالثها إنه من الممكن إثبات مبرهنات تنص على 
أن حلقات معينة نرغب في دراستها يمكن بناؤها اعتمادا على حلقات معروفة لدينا. 


-١‏ امجموع المباشر 
نفرض أن ,۸ ,... ,۸ جماعة منتهية من الحلقات. نفرض أن ۸ هى الجداء 
الديكارتى (2:001100 021165188) للمجموعات ,۸ ونعرف العمليات على E‏ 
لكات فا يلى : 
ا 5 دوقو و CES‏ كارك و IEG‏ 


Fg es FJ = (Fo حر‎ 


٤١ 


۲ الحلقات والحلقيات 


رک ويه (FS‏ = فرك وني Fy) (S|‏ ون (Fs‏ 
يمكن بسهولة إثبات أن هذه العمليات تجعل ۸ حلقة ويكون (0,.., 0) هو صفرها. كما 
نلاحظ أن الإسقاطات الإحداثية (coordinate projections)‏ 

2, (Fs es F,) 3F, 
هي تشاكلات غامرة من الحلقة ۸ إلى الحلقات ,۸. ونعرف هذا المجموع المباشر عندما‎ 
. بأنه الحلقة الصفرية (40» لأن هذا التأويل سيكون ملائما أحيانا‎ = 0 


(۱-۳) تعريف 
ا حلقة ۸ ا معرفة أعلاه هي المجموع ال مباشر ا خارجي (external direct Su)‏ 
للحلقات AR‏ “1 ويرمز لها بالرمز 
© ...© 2 


ملاحظة 

يوجد غموض معين في التعريف المعطى . لنفرض أن رد و ,” لا ينتميان فقط 
إلى ,ابل إلى ,3 افا دار ندم امن حت لا يعرف المع اهل هو لمم 
في ,۸ أو الجمع في ر۸. وحتى نكون أكثر دقة» يجب أن نوضح العمليات في كل ,۸ 
بشكل محدد ونکتب ٩‏ ,+ ,أو ما شابهه . ومع ذلك» نشير إلى أنه من ع غير المحتمل أن 
تسبب هذه النقطة غموضا ولذلك لن نتابع نقاشها أكثر . 

من المفيد أن ندرس المجموع المباشر الخارجي بشكل أكثر دقة. نفرض أن J,‏ 
مجموعة كل العناصر (0 ,... ,0 ٣,‏ ,0 ,... ,0) من ۸ لكل ۸ ,... ,1 -1؛ أي مجموعة 
عناصر ۸ التي تكون كل مركباتها أصفارا ما عدا المركبة التي رقمها ¡ التي من المحتمل 
آلا تساوي صفرا. يستطيع القارئ - بسهولة - أن يثبت أن ,7 تشكل مثاليا في الحلقة 
۸ء ويعطينا اقتصار الإسقاط الإحداثي 7 على ,7 تماثلا بين J,‏ و ,۸ (يلاحظ أن ,۸ لا 


تشكل حلقة جزئية من ۸ إلا إذا كان 1 = #). كذلك 0 ولماكان ز7( 


1<ز أعول 


بناء حلقات جديدة 228 


يتكون من كل عناصر 2 التي مركبتها رقم 1 تساوي صفرا فإن (0 = ز3ر 0 J:‏ . 
j*i‏ 


هذه الحقائق تؤدي إلى تقديم التعريف التالى : 


(۲-۳) تعريف 
إذا كانت R‏ حلقة وكانت و 3 مثاليات فى الحلقة بحيث إن 
7 
R=Y J; 0(‏ 
i=‏ 
(نن ‏ (0) = زل ر 0 ;ل لكل ۸ .... ,1= 


از 
فإن ۸ تسمى المجموع المباشر الداحلي )intera1 direct sum(‏ للمثالیات J,‏ 
ونكتبها بنفس طريقة كتابة المجموع المباشر الخارجي» ,7 © ...© ,7 - ۸ وعندما 
0 > ۸ فإننا وول التعريف بقولنا إن الحلقة الصفرية (0) هي المجموع المباشر الداخلي 
لمجموعة خالية من المثاليات . 
سيتضح سبب استخدام رمز المجموع المباشر الخارجي للتعبير عن المجموع 
المباشر الداخلي بعد المأخوذة التالية . يمكن أن ينظر إلى المجموع المباشر الخارجي على 
أنه بناء حلقة أكثر تعقيدا من حلقات معطاة بينما المجموع المباشر الداخلي هو تهشيم 
الحلقة المعطاة إلى مركبات أبسط . 


(۳-۴۳) مأخوذة 
إذا كانت ۸ هي المجموع المباشر الداخلي لثالياتها ,3 ,... لم 3فإن لكل عنضر 
في ۸ تمثيل وحيد على الصورة التالية : 
FE,‏ ا FSF‏ 


حيث:[ ع | ” والعمليات على ۸هي عمليات على ا مركبات بالنسبة لهذا التمثيل . 


٤‏ الحلقات والحلقيات 
البرهان 
لا كان ,27 = ۸» فإن كل عنصر في ۸ له على الأقل تمثيل واحد على الشكل 
المعطى في منطوق المأخوذة . لنفرض أن له تمثيلين : 
لح الل نر 
حيث ٠7, 7 ٤J;‏ وبالتالي فإن: 
3JJ; = {0}‏ مبله YJ(rj-r;)‏ حب 
ji j*i‏ 
لذلك فإن ۶ = ٠۶‏ وبالتالي فإن التمثيل وحيد. 
TR‏ الخزنة لحم قا 
زوع (r +S) +... + (r,‏ = زو عل ل رمم + رصع (Ft...‏ 
(r +. +r) = (r) +... + (-F,)‏ 
حيث ,ل © ,5 .٣,‏ لما كان كل ,7 مثاليا فإنه حسب الشرط (11) من تعريف المجموع 


المباشر الداخلى : 
۰ (0) = ,ل 0 J,‏ ج ,لآ لكل زع ة 
إذن: 
0 > ,ى ‏ إذا كان رغ 
وبالتالي 


(SF. FS) =F SF... FF, S,‏ لي ران 

باستخدام نفس رموز منطوق المأخوذة (7-1) يلاحظ أن التطبيق,7 د ۲ 2 
حسن التعريف من ۸ إلى ,7.. يسمى ,7 الإسقاط من ۸ على ,ل المرتبط بالتفريق 
J © ... ©,‏ > ۸ ولأن العمليات على ۸ هى عمليات على المركبات فإنه يكن 
بسهولة ملاحظة أن ,۸ تشاكل غامر . ۰ 

يلاحظ أن العلاقة بين المجموع المباشر الداخلي والمجموع المباشر الخارجي 
أصبحت الآن واضحة» حيث لاحظنا أن المجموع المباشر الخارجي لمجموعة من 
الحلقات ,۸ ,... ,۸ هو المجموع المباشر الداخلي لمثاليات ,۸ = ,.. من ناحية أخرى» 
إذا كانت ۸ المجموع المباشر الداخلي لمثاليات ,ل .... له فهي تماثل المجموع المباشر 


بناء حلقات جديدة 0 
الخارجى لرل. فى الحقيقة التطبيق (,۲,... ,,7) ج ۲ :0» حيث ۲هو العنصر في ,7 في 


التعبير الوحيد ل ;< -7» يعرف تماثلا ل ۸ مع المجموع المباشر الخارجي ل,ل. 


i=1 
فالاختلاف الأساسي بين المجموع المباشر الداخلي والمجموع المباشر الخارجي هو‎ 
. اختلاف مجموعات» ولذلك استخدم الرمز للتعبير عنهما‎ 


مشال 
بأ © 1= ,1 

نفرض أن لاو ۷ هما التشاكلان الطبيعيان من 7 إلى 7 = 1/22 وإلى .1= 1/31 
على التوالي ولنعتبر التطبيق : 

((),۷ , ()ر۷) د م :م من 7 إلى المجموع المباشر الخارجي ,7 © ,2 . يكن 
التأكد بسهولة من كون تشاكلا ونترك ذلك للقارئ . يكون # عنصرا في النواة إذا 
وفقط إذا كان (0 ,0) = ((۷,)7 , (7)ر۷)؛ أي إذا وفقط إذا كان 0 = (7),/ا ,0 = (۷,)7 
وعليه فإن: 

ker = kerv, n kerv, = 27 ^ 3Z = 67‏ 
إذن باستخدام (؟4-5) يكون: دوذ = 7/6 =[. نلاحظ أن في 1/61 ستة عناصر 
وبالتالي 4ذ فيها ستة عناصر . با أن عدد الأزواج (ط ,ه) هو 6 حيث 1 € »و ,1 € م 

فإن ,7 © ي7 = 20¡ وبالتالي +1 © 1 = 7 . 

إذا رغبنا التعبير عن كمجموع مباشر داخلي ,ل © رل لثاليات تاثل را و ,1 
على التوالي فإننا نستطيع أن نعمل ذلك بالتفكير مليا فيما يجري هنا . باستخدام برهان 
(4-۲) يكون لدينا التماثل ,1 © ,1 ج 14 :ا الذي يجعل الرسم التخطيطي التالي 


إبداليا. 
۵ 


05 hel, 
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ك2 الحلقات والحلقيات 


وإذن/! يكون في الواقع معطى بواسطة ((۵),« ,(4)ر«) = ([4])/ . الآنء ,3 © ,7 
هو المجموع المباشر الداخلي أ 75 حيث يحوي 15 كل العناصر (4,0) ويحوي 
5 كل العناصر (0,5). إذن باستخدام التماثل "۷ يكون ,7 © رل =7 حيث 
(2) خيلا = بل . لکن ( ۷)74 يناظر k٥۷,‏ , (75) ۷ يناظر ر(23عك1» وإذن 
w"(7) = 4101, ]3[(‏ و }41[ ,[2] ,[0]) = )74( * 

سيجد القارئ أنه من المفيد لو تحقق بصورة مباشرة من كون 7 هي المجموع 
المباشر الداخلي لل رل كماتم تعريفهما سابقاء وأنه يوجد تماثل بين ل ,رك. ور در 
على الترتيب . باستخدام نفس الطريقة يمكن إثبات أن : 

1-7 


؟- حلقات كثيرات الحدود 

قد لا تحظى هذه الفقرة بالاهتمام الكافي من القارئ لكون كثيرات الحدود من 
الموضوعات المألوفة لديه في دراسته السابقة» لذلك نود أن نشير إلى أن هناك نوعين 
متداولين من كثيرات الحدود ومرتبطين مع بعضهما . وقد يؤدي هذا الترابط إلى بعض 
الإرتباك الذي نود تحذير القارئ منه . سنعطى في هذا البند تعريفا دقيقا لحلقة كثيرات 
الحدود ونوضح كيف نسترجع من هذا التعريف الترميز العادي المستخدم في كثيرات 
الحدود. وبعد ذلك سندرس العلاقة بين حلقات كثيرات الحدود وحلقات مرتبطة بها 
تسمى حلقات دوال كثيرات الحدود آملين أن يزال أي ارتباك . 


(4-5) تعريف 
لنفرض أن ۸ أية حلقة . حلقة كثيرات ا حدود (ع8هذ؟ 010181 راهم) على ۸ هى 
مجموعة كل ا متناليات (ا متتابعات) : 


ا 007 
حيث ۸ »ع ,7 التى يكون عدد متته فقط من حدودها لا يساوي صفرا . تعرّف عمليات 
ا حلقة كما يلى : 


بناء حلقات جديدة ۷ 


ل (Fg + Soo FF Ss‏ = لع (Sos Ss‏ + ل( (Fos Fs‏ 
(FT) = (Fy =F)‏ 
لور (os‏ = ل ورك (Fos Fo -*-) (Sg‏ 
حيث وى 37 = ا . يلاحظ أنه يظهر فقط عدد منته من ا حدود في هذا المجموع لأنه 


j+k=i 
,ر>0.‎ ۸ >i ز فإن‎ + kK = : مما أن‎ 

من الجدير بالذكر أن المتتاليات التي سبق الإشارة إليها هي تطبيقات من نوع 
معين من المجموعة (... ,2 ,1 ,40 إلى . ومع ذلك نفضل أن نتجنب هذا الترميز 
الصحيح من الناحية الفنية خوفا من أن يخفي الحقيقة عن العين غير الثاقبة ونترك التعبير 
عن ذلك الترميز للمتضلعين في هذه الشكليات الرمزية . 


)١-۳(‏ مبرهدة 
ينتج عن البناء ا مذكو رأعلاه حلقة 


اللرهان 

لنفرض بصورة مؤقتة أن ۸ مجموعة المتتاليات المذكورة آنفا . سنثبت أولا أن «العمليات» 
المعرفة سابقا عمليات على ۸ . نفرض أن (... ۳ ,م”) > ” و(... ورى «ر5) = 8 عنصران 
من ۸ . نختار 0 < ۸ ,2 بحيث إن 0 = ,لکل ۸" < : و 0 - و لكل ۸ < زونفرض 
أن 2١‏ ,)×۵ - 7 وبالتالى فإن 0 = ,5 + ,لکل / < i‏ وإذن ۸ € r+‏ كذلك من 
الواضح أن ۸ ع م -. أيضا: 

(rs); = 37 Sp 
j+k=i 

(حيث ,( ) ترمز إلى المركبة رقم ؛ للمتتالية المناسبة). نفرض أن 1 + ۸ + < 1. 
يلاحظ أنه إما” < ز أو ۸ < »في كل حدم حيث : = غ4 + رء في الحالة الأولى 
٣, =0‏ وفي الحالة الثانية 0= ,ى وإذن في كل حالة 0 >يكر7. وبالتالي فإن 0 = )٣(,‏ لكل 
1 + ۸ +» < :ويؤدي هذا إلى أن ۸ € ۲5. 


۸ الحلقات والحلقيات 


يجب أن نثبت الآن أن شروط الحلقة متحققة . من الواضح أن عملية الجمع 
عملية تجميعية وإبدالية» والمتتالية (... ,0 ,0) هى صفر الحلقة . كذلك : 
((... ,0 ,0) =) 0= (۶-) جم 
لكل ۸ عم ل . لكي نثبت أن ۸ شبه 
زمرة ضربية يجب أن نش SE SS‏ . نفرض أن 5 ,۶ وكذلك 1 
E 1‏ 


((rs)t), 0 3 (rS), fj = 3 2 3 


i+ j=n i+tj=n دابيا‎ 


3 S1 j 


k+l+ j=n 


(r(s)), د‎ (st), = 3 : 3 5 


k+i=n k+i=n 1+ j=i 
3 427 S| 1j 
k+l+ j=n 


وإذن 7050 -5:(1). سنترك إثبات قانوني التوزيع كتمرين . وهكذا فإن ۸ تشكل حلقة . 

لنقارن التعريف المعطى بالتعريف العادي لكثيرات الحدود . تعمل هذه المقارنة 
بطريقة أكثر مناسبة لو كانت ۸ بمحايد» لذلك سنفترض هذه الحالة . يستطيع القارئ 
- بسهولة - أن يلاحظ أن التطبيق (... ,0 ,0 ,7) د ” تشاكل متباين من ۸ إلى ۸ 
وبالتالى فإن مجموعة كل المتتاليات (... ,0 ,0 ,1) تشكل حلقة جزئية من ۸ تاثل ۸ . 
ننظر إلى ۸ وكأنها حلقة جزئية من ۴ بمطابقة كل عنصر ۸ > ٣‏ مع المتتالية (... ,0 ,7) . 
تحوي ۸ العنصر (... ,0 ,1 ,0) الذي سنسميه ×. يلاحظ من تعريف الضرب أن : 

(... ,1,0 ,0 ,0) = ,( . . . ,0 ,1 ,0 ,0 ,0) = تعر 
وكذلك 
(... ,0 ,1 ,0 ,... ,0 ,0( = #٭ لكل ۸<1 


7 


بناء حلقات جديدة ۹ 


يلاحظ باستخدام تعاريف العمليات على ۸ مايلي: 
(r 0, ..) (0,1,0, ...) +...‏ + ل( و0 ,1( )... (Fos Fs =< Fy 0, -.) = (Fo, O,‏ 


01? 


+ (Ty, 0, ...(0, 0, و‎ 0, 1, 0, eo. ) 2 10 + AX 5507 + x 


7 
حسب المطابقة التي سبق أن أشير إليها. وهكذا فقدتم التعبير عن المتتاليات بصيغة 


ترمسيز 

نظرا إلى الملاحظات السابقة» سنرمز للحلقة ۸ بالرمز [×]۸ء وتسمى حلقة 
كثيرات الحدود على ۸ بمتغير واحد*. تسمى عناصر :01 التي طابقناها مع عناصر 
[۸]۸ بكثيرات الحدود الثابتة . سنعبر إبتداء من الآن عن كل كثيرة حدود بالصيغة : 

FFF XF +r, Xx" 

بدلا من صيغة المتتاليات التي قامت بدورها في بناء حلقة كثيرات الحدود وأوضحت 
أن زاك لذ ودعي اك فا انات ادها من ةيد من سارها 
نوعا من الدوال. نستطيع في أوقات الحاجة الرجوع إلى استخدام المتتاليات للتعبير 
عن كثيرات الحدود. 


(6-5) تعريف 

لتكن ۸ حلقة بمحايد . ونفرض أن : 

xX+ ...+r, x" € R[x]‏ ممعم 

إذا کان 0 ۶ ٣,‏ نقول إن درجة (068766) هي ۸ ونکتب ۸ = (0)0 . هذا يرفق 
درجة بكل عنصر غير صفري في .۸]١[‏ سنتفق حتى نكمل التعريف على أن 
م - - (0) . لذلك فإن 8ه و تطبيق من [×]۸ إلى (ه -)د ا حيث 
(... ,2 ,1 ,40 = ر2 . من المفيد أن تمنح الرمز ( -) بعض الخواص بتعريف ما يلي : 

مه - = ور + زمه =( = co)‏ -) + بر 


( -) = زمه -) +( -) 


0۰ الحلقات والحلقيات 


(c0) <n 


لكل ا € ۸. 


(۷-۳) مأخوذة 
إذا کانت [×]۸ ع و ,pفإن‏ 
Xp + q) > max {Xp), Xq)} (i)‏ 
Xpq) > Xp) + Xq) (ii)‏ 
(فة) في حالة كون ۸ حلقة تامة فإن 
pq) = Xp) + X4)‏ 
في هذه ا حالة [×]۸ تشكل حلقة تامة أيضا . 


البرهان 
يكن إثبات الحقائق أعلاه بسهولة عندما تكون واحدة من ۾ ,7 أو كلتاهما تساوي 
صفرا. لذلك سنفرض أن : 


X4 ...+F,x" (r, #0)‏ ص7 حور 
(s,, 0(‏ "راك لط ...+ 8X‏ وى ع 0 
m‏ = (و)0 Xp) = n,‏ 
إذا كان ۸ nx),‏ = 1 فإن ×( i‏ = ۹+ وبالتالي فإن | > (4 + م3 
i=0‏ 
وهذا يثبت (1). لكي نرى (نذ) نفرض أن عد رل = ٠‏ . كما في إثبات المبرهنة 
j+k=i‏ 


mtn 


)٥-۳(‏ يكون 0 = 1 لكل ۸ + 7 < م.وبالتالى '× )إلا = هم وعليه فإن: 
i=0‏ 


pq) > Xp) + %4) 


بئاء حلقات جديدة 0١‏ 


أيضا ,7,5 = ,,,(9م) . إذا كانت ۸ حلقة تامة يكون هذا العنصر غير صفري» وبالتالى 
« + 7 = (2)09 في هذه الحالة . بوجه خاص 0 ± وم» كما أن الإبدال في [×]۸ ينتج 
عن الإبدال في ۸ والمحايد 1 في ۸ هو نفسه محايد ضربي في [×]۸» وعليه فإنه إذا 
كانت ۸ حلقة تامة فإن [×]۸ حلقة تامة . 

تسلك حلقة كثيرات الحدود []/ بشكل جيد عندما تكون الحلقة ۸ حقلا 
ولنسميه ؟ل. حيث إن اهتمامنا سيتركز بشكل خاص على هذه الحالة فإننا سندرس 
خواص الحلقة [×]£ بشكل أكثر تفصيلا. الخاصة الأساسية للحلقة [3]! هي الخاصة 
التالية التى تذكرنا بخاصة خوارزمية القسمة (Euclidean Division Property)‏ 
للأعداد الصحيحة والتي سبق الإشارة إليها في نهاية الفصل الثاني . سنستخدم ۸ 
دائما للتعبير عن الحقل . 


(8-9) مأخوذة 
لنفرض أن [×]۸ ع ط ,© وأن 0 ط» عندئذ توجد كثيرتا حدود وحيدتان 0,7 
[×]۸ ع بحيث إن : 
+r, 00 > Xb)‏ وط - ه 


اللرهان 
سنثبت وجود 0,7 باستخدام الاستقراء )induction)‏ على (0)4 . سنلتزم 

بالتفصيل أكثر من العادة حتى تكون طريقة الإثبات واضحة . لكل ... ,1 ,0 -7 نفرض 
أن )2 تمثل التقرير الذي ينص على وجود” ,0 عندما ۸ > (0)6 . يلاحظ أن (0)م 
يمثل التقرير الذي ينص على وجود 4,7 عندما 0 = ه ويمكن اعتبار 0 = ۲= 4 في هذه 
الحالة. سنفرض أن ()2 صائب» ونثبت أن (1 + ٨)۸‏ صائب . لذلك نفرض أن © 
لها الصيغة : 

Qa XxX + ...+ a,x" (a, #0)‏ ايه - و 
و 6 لها الصيغة: 

b=by+b +ع‎ ... + bx (b, #0) 


o۲‏ الحلقات والحلقيات 


إذا كان !/ > ۸» نعتبر © = ۲ ,0= بن. إذا كان 1 <۸ نعتبر ط ' "× ` رطره -ه 
تساوي » مثلا. لقد رتبنا الأمور بحيث إن معامل "× في © يساوي صفرا وبالتالي 
۸ > (0)6 وإذن باستخدام (1”)70 نستطيع كتابة : ۰ ۰ 

c= bq, +r , 0(7) > 0(b) 
وبالتالي‎ 
a = 0 + a, bî x"! | + م‎ 
=bq+r , Xr) > )6( 
.4,7 حيث ! ”دا رطر» + ون = ۾ وهكذا فقدم إثبات وجود‎ 
: لكي نثبت الوحدانية» نفرض أن‎ 
bq +r = bq' + r' ; Q(r), 0)" > 0(b) 
وبالتالي فإن:‎ 
b(q ~q4)=r -r 
وينتج عن المأخوذة (۷-۳) أن‎ 
مم0‎ > max{0(r 7), Q(r)} > 9005( 


0(b(q - q)) = 0(b) + 0) - 9‏ 
وهذا يؤدي إلى أن (ط)3 > 43 - )3 + (905 ولكن ذلك لن يحدث إلا إذا كان 
م - > 7ب - 0)4 لذلك 0 = و - و وبالتالي 0 -م- م. 
تسرمسيز 
نفرض أن غ1 © © ونفرض أن : 
a, x + ... + a, x" € K[x]‏ +مه -ه 
سنكتب (0)© للدلالة على العنصر 
Qa, Cc"‏ + ... + © 4 +01 
من ك. إذا كان 0 = (2)0 فإننا نقول إن © جذر 2008) ل ». سنترك للقارئ» كتمرين 
إثبات أن» لعنصر ثابت ۸ © 6. التطبيق (©)© ج ۾ ثل تشاكل حلقات من [×]۸ إلى 


بناء حلقات جديدة or‏ 


2 (في الحقيقة هو تشاكل غامر» لأن كل عنصر من K‏ صورة لكثيرة حدود ثابتة) . 
ستسمح لنا هذه الحقيقة بالتعويض بعناصر ۸ متطابقات كثيرات الحدود كما سنرى 
ذلك فيما يلى . 


(4-۳) مأخوذة (مبرهنة الباقي) 
لنفرض أن × > © ولنأخذ ط ا مذكورة فى ا مأخوذة )۸-١(‏ تساوي 0 -)» 
فيكون (0)0 = ۲. 


البرهان 
لما كان 7 + ٥(٩‏ -×) = ۾ وحيث إن 1 - © -:0)3 > (0)7 فإن ١‏ كثيرة حدود ثابتة . 
نعوض » = × في المعادلة السابقة» أو بشكل أكثر دقة» نستخدم التشاكل (7)0 ف /. 
هذا يؤدي إلى أن: 
(c —c) +r =r‏ 0 )بن = a(c)‏ 


)١١-۳(‏ نتيجة 


إذا كانت [×]۸ ع ۾ وكان »1 € و © جذرا ل 24 فإن (© -:) تقسم 4 . 


البرهان 
باستخدام المأخوذة (4-1) نحصل على : 
a(c)‏ + بو -2) = a‏ 
1( -2) = 
لأن 0 = (ء)ه» حسب الفرض . 


)١1١-5(‏ مبرهنة 


كثيرة ا حدود [۸]۸ > »التي تساوي درجتها 0 < <الها على الأكثر «من ا جذور 
ا مختلفة فى >1. 


0 الحلقات والحلقيات 


البرهسان 

لتكن ,© ,... ,ر٥ ٩,‏ جذورا مختلفة له في . سنثبت باستخدام الاستقراء أن 
٠"‏ -©) ... ( -») تقسم ©. نعلم من النتيجة السابقة أن (» -») تقسم 4 . نفرض 
أن (ء-م) ... (©-8) تقسم © حيث ۸> 3. وبالتالي فإن: a= )2- 0 ( ...(x—c)q‏ 
حيث [2] = ۾ . لما كان ,© جذرا ل » فإن: 

(رم©)4 CD‏ ح ريع ... )€ ح (Cı,‏ = رب©)ه = 0 
وإذذ0 = ( ٩)٥.‏ وعليه فان .» جذر ل © وبالتالي فان 0 × تقسم ‏ حسب 
النتيجة )٠١-۳(‏ وهذا يؤدي إلى أن : 
“وني -» ... a= (x-c)‏ 
بهذه الطريقة نجد أن : 
a= )2- © ( ... )©- 2‏ 

ويكون (3)7 + ۸ = (9)4 ولا كان 0 ± ۾ فإن 0 7 وبالتالى » < (0)4 = ۸. 

قد يكون الوقت مناسبا الآن لتدرس العلاقة بين كثيرات الحدود التي عرفناها 
ودوال كثيرات الحدود . لتكن ۸ حلقة إبدالية بمحايد. نستطيع كما في مثال حلقة (۸) 
أن نجعل المجموعة "۸ (مجموعة كل التطبيقات من ۸ إلى نفسها) حلقة باستخدام 
العمليات النقطية المعطاة كما يلي : 

(f + g8)(7) = 70( + (0)ع‎ 
(- f)(7) = - f(r) 
(87) = fC) 8)0( 

لكل ۸۴ e‏ ع f,‏ ولكل ۸ € ”. 

لتکن[R]×x‏ € "× .a= a+ 4, x + ... + a,‏ سنرفق مع كل ه4 تطبيقا 
8 ج ۸ : (0)4 بطريقة واضحة.ء أي أن : 

Ka)(r) = a + ar +... + © 7“ ; © لع‎ 

وبالتالى فإن 0 تطبيق من [×]۸ إلى ۸۴. يلاحظ أن 0. بصفة عامة» ليس متبايناء 
بعك دغرو قت اك جود هة ی ا مين 8 إلى ا كدان وعلط 
ليكن 7 = ۸ الحقل الذي يحوي 7 عنصرا وحيث «عدد ولي » ولنعتبر كثيرة الحدود 
× - مد المجموعة ,7 . مجموعة كل العناصر غير الصفرية في ,37» هي زمرة ضربية 


بناء حلقات جديدة 00 


رتبتها 1 -م. وإذن كل عنصر 0 ۶ ” في ,7 يحقق المعادلة 1 7/1 . وهكذافإن 

0 > - لکل ,7 ٤‏ ”با فيها 0 -”. يعني هذا أن التطبيق الذي يناظر كثيرة الحدود 

× - ”د هو التطبيق الصفري بالرغم من أن × - ”د لا تمثل كثيرة الحدود الصفرية . 
سنثبت الآن أن 8 تشاكل حلقات من [×]۸ إلى ۸۴ . نفرض أن [×]۸ ء ط ,4©. 


بالسماح لبعض المعاملات أن تكون صفرا نستطيع كتابة : 
n‏ 7 
a= Ya; x , b= Yb, x‏ 
i=0 i=0‏ 
وبالتالي فإن : 


1 
a+b = Y (a; +b; (x 
=0 


وإذن لكل ۸ ع ایکون 
n1 ٠. 1 . n 0‏ 
3b; 38‏ كر 2 = 0(a+b)(r) = 3 (a; +b, )r'‏ 
i=0 i=0‏ 


i=0 
= %a)(r) + 0)6()( = (O(a) + 0(D))(r) 
وذلك حسب تعريف الجمع في *۸. أيضا:‎ 
2n 
ab = د‎ aj | 
i=0 |) j+k=i 
: وبالتالي فإن‎ 


2n 2n 
0(ab)(r) | aj |r = ا‎ Sart, 


i=0 أ‎ j+k=i i=0 | j+k=i 


1 


= 8(a)(r).(b)(r) = (6(a) 6(b))(r) 


وذلك حسب تعريف الضرب فى “۸ › وعليه فإن 6 تشاكل حلقات . تسمى 1116 حلقة 
دوال كثيرات الحدود على ۸ . لذلك يكون التطبيق ۸۴ € ر دالة كثيرة حدود إذا وفقط 


n 
إذا کان یو جد ۸ € ,4 ,... ,يه بحيث إن ”به ر =()۶ لکل ۸ » . يلاحظ أن‎ 
i=0 
تحوي كل عناصر [×]۸ التى تتلاشى عند التعويض بعناصر #» وتحدد كثيرتا‎ 6 
حدود [×]۸ ع 5 ,4 نفس التطبيق فى ۸۴ إذا وفقط إذا كان 8ع[ ع 8 -4. فى حالة‎ 
کون ۸ حقلا یکن بسهولة إیجاد معيار للتطبيق © حتى يكون متباينا.‎ 


(17-5) مزع 
يكون التطبيق “۸ ج []؟1 : 0 ا مذكو رأعلاه متباينا إذا وفقط إذا كان ۸ غير 


البرهان 

نفرض أولا أن 16 غير منته . لتكن k۲۵‏ ع ۾ فيكون 0 = ()4 لكل & € 0 5 
أن كل عنصر من × هو جذر له . نلاحظ حسب مبرهنة )١11-17(‏ أن أي عنصر غير 
صفري في [×]۸ له عدد منته من الجذور ويؤدي هذا إلى أن 0 = » لأن ۾ لها عدد غير 
منته من الجذور . وإذن (40 = ع1 وبالتالى فإن 0 متباين . 

لنفرض الآن أن ۸ منته» ا ...و7 و #عناصره . عندئذ يكون < 7 
1و (-<) ... (2-7) عنصر غير صفري من [×]۸ . ولكثيرة الحدود هذه كل عنصر 
من عناصر )1 جذرء وبالتالى فهى عنصر من عناصر 166 . إذن (0) ۶ 20,ع1 إذا کان 

إن فكرة العنصر الأولى فى الحلقة [×]۸ (حيث × حقل كالعادة) هى خاصية 
A‏ كر نابي جد لعو لديا ار ال ف نولقة SANE‏ 
کک نافيك أن كز ع اكد سان خا صر ع 
عناصر K]×[‏ الأولية بطريقة وحيدة. لن نتابع هذه النقطة» حيث ستناقش بشكل أكثر 
تفصيلا مستقبلا . في الحقيقة سيتركز جزء كبير من الفصل التالي على خواص تحليل 
)fctoriation)‏ من هذا النوع 5 


بناء حلقات جديدة OV‏ 


» - حلقات المصفوفات 

إذا كانت ۸ أي حلقة» فإننا نستطيع أن نعرف (11,)۸» مجموعة كل المصفوفات 

من النوع :727 التي عناصرها في ۸» بنفس الطريقة يقة في حالة کون ۸ حقلا . إذاعرف 

الجمع والضرب بالطريقة يقة العادية» فإن (1,)۸ تشكل حلقة . يكن إثبات ذلك بنفس 

الطريقة كما في حالة الحقل . والسبب الرئيسي لدراسة المصفوفات على حقل قبل 

غيرها هو ظهورها الطبيعى عند دراسة التحويلات الخطية (linear transformations)‏ 

: للقضاءات النجهة على فل . لما كنا سندرس الحلقيات (720011165) على حلقة والتي 

نحصل عليها بطريقة ما عندما نستبدل حقل الفضاءات المتجهة بشيء أعم وهو الحلقةء 

لان رفا ا رات على رفاك مه دكا نا عر ان 

الكتاب . لن نحتاج إلى معلومات كثيرة عن حلقات المصفوفات» لكن الملاحظات 
التالية لها أهمية عامة . 


ملاحظات 

. ) (أى یو جد ۸ > 5 ” بحيث إن 0 وم‎ ۸  )0( نفرض أن ۸ حلقة وأن‎ -١ 
| نفرض ي يو يث‎ 
فيكون:‎ 


0 slr O 0 0 0 rs r OO s 
1 1 1 أ‎ 0 0 31 1 

وعليه فإن 11,00 غير إبدالية . بالمثل عندما تكون 2 < 7 فإن (14,)۸ غير إبدالية . 

وفي الواقع » تكون (11,10 إبدالية إذا وفقط إذا كان 1 = 7 وكانت ۸ إبدالية . 

۲ - نقول بشكل دارج إن (14,)۸ لها كثير من الحلقات الجزئية وقليل من المثاليات . 
تكون المجموعات الحزئية للمصفوفات المثلثية العليا (upper trianglular‏ 
(ئmatrice.‏ والمصفوفات المثلثية السفلى «(lower triangular matrices)‏ 
والمصفوفات القطرية وكذلك المصفوفات التي تكون عناصر مجموعة معينة 
من صفوفها أو أعمدتها تساوي صفرا حلقات جزئية . يستطيع القارئ المهتم 
أن يثبت أن المثاليات في الحلقة (11,)۸ هي بالضبط المجموعات الحزئية (1/1,)7 


Rk 


0 


ا 


الحلقات والحلقيات 


من المفيد في التعامل مع المصفوفات عادة أن نستخدم المصفوفات (1,)۸ € ٤,‏ 
التي عددها *71؟ حيث يساوي عنصر المصفوفة ,£ في الموقع (7,) المحايد» 
ويساوي باقي عناصرها أصفارا (نفترض طبعا أن ۸ حلقة بمحايد) . إذا كان 
(1,۵ © (,7)» فإنه يمكن التعبير عنه بطريقة وحيدة كتركيب خطي على 
الصورة E‏ ,307 إذا كانت ۸ هي الحقل 16» فإن (14,)5 تشكل فضاء متجها 
ذا بعد (011060510) 72 على ۸ والمصفوفات ,£ تشكل اساسا (03515) له على 
. يلاحظ أن ضرب المصفوفات ٤‏ هو حسب القاعدة : 
وقبرة ع E, Eg‏ 

حيث ,5 هي دلتا كرونكر (18ع0 )Kronecker‏ وکن بسهولة التأكد من أن 
MK)‏ ثل جبر ية (2:ماء818) على الحقل × حسب التعريف التالي : 

الجبرية على الحقل 1 هي مجمو عة 4 تشكل حلقة وفضاء متجها على ۸ 
بحيث يكون لهما نفس بنية الزمرة الجمعية ويتحقق الشرط : 

(ab) = (A2)b = (طق)ه‎ 

لكل 4 ٤‏ ط ,۾ ولكل ۸ © ۸. لن نحتاج إلى هذا التعريف المهم في كثير من 
الموضوعات فى هذا الكتاب . 
يمكن تعريف التطبيق ۸ د (4,)۸ : 066 الذي يرسل المصفوفة إلى محددها 
(هةهندمعاء0) فى حالة كون الحلقة ۸ إبدالية بنفس الطريقة التي عرف فيها 
ف تال كون #احقلا: ويمكن التأكد من صحة كثير من خواص المحددات 
على مخلقة ال تفن الطزيقة كنا لر كان هذه العرواث عن هتل »دون 
تغيير في البراهين» وبعض هذه الخواص سنحتاجها مستقبلا . 


تمارين على الباب التالث 
أي من فصول ال حلقات التالية يكون مغلقا تحت تأثير تكوين: 
(1) حلقات جزئية (11) حلقات قسمة 
(11) المجاميع المباشرة (30) حلقات كثيرات الحدود 
(۷) حلقات المصفوفات ؟ 


بناء حلقات جديدة 0۹ 


)١(‏ الحلقات الإبدالية ‏ (ب))الحلقات بمحايد 
(ج) الحلقات التامة (د)الحقول. 

أعط برهانا أو مثالا مناقضا لكل حالة . 
لتكن (2 ,... ,41,2 - 5 ولتكن ۸ أية حلقة . أثبت أن 85» المجموعة التي تحوي 
كل التطبيقات من 5 إلى ۸ والتي تشكل حلقة تحت تأثير العمليات النقطية كما 
في مثال حلقة (8)» تماثل المجموع المباشر الخارجي ۸© ... ©۸ ل 7 نسخة من 
.R‏ 
نفرض أن × مجموعة منتهية فيها ۸ من العناصر» وأن 5 مجموعة جزئية من 
× ولنعرف التطبيق ,7 ج × :ر (التطبيق المميز ل 2) بالقاعدة : 

Xg (%) > 0 (x # E) 

Xg (*) = 1 (€ E) 
(كما هي معرفة في مثال حلقة‎ ٨)( أثبت أن يبز د 8 يشكل قاثلا من الحلقة‎ 
إلى الحلقة 12 . استنتج أن ,1 © ... ©ر7 = 500 ل۸ من المجمعات‎ ))0 
. باستخدام التمرين السابق‎ )51112232205( 
لتكن ۸ أية حلقة . اعتبر المجموع المباشر الخارجي 1 © ۸= ۸ ل و 7 زمرة‎ 
: جمعية وعرف الضرب على 7 © بالقاعدة‎ 

(r, n) (r, n) = (rr لج‎ nr +nr, nn?) 

أثبت أن ذلك يجعل ۸ حلقة مع (1 ,0) كمحايد» وأن المجموعة التي تحوي 
كل العناصر (0 ,7)» حيث ۸ © ٠٣‏ تشكل حلقة جزئية من ۸ قائل ۸. يسمح 
لنا هذا بن نغمر حلقة اختيارية في حلقة بمحايد. 
إذا كانت7 ,5 ,8 حلقات» فأثبت أن : 

'7 © 5 © ع 75 © 5) © م 
إذا كانت ۸ المجموع المباشر الداخلي J‏ © ,7 = ۸» وكانت 5 حلقة جزئية من 
R‏ تحوي ل فأثبت أن (رل ^ ؟) © ,7 = كء أثبت أيضا أن رل = [/۸ . 
أثبت أن الحلقة 7 لا تماثل الحلقة 7 © 7. 


و5 


-۸ 


- 1١ 


أثبت أن أي عنصر في ,7,®7هوجذرلكثيرة الحدود 
[:] (2 © ,7) ء ×(1,0) --1,0(22). أثبت أيضا أن أي عنصر فى ,7 هو جذر 
لكثيرة الحدود [×],2 © ×[2] - *«[2] . قارن ذلك مع المبرهنة )1١1-8(‏ . 
(الخاصة الشاملة للمجاميع المباشرة). إذا كانت ر۸ ,۸ حلقتين وكانت 
RF,‏ © ,۸ = ۸ (الداخلي أو الخارجي) وكانت ,۸ ج ۸ : XZ,‏ الإسقاطات 
الإحداثية» فاثبت أنه لكل حلقة 5 ولكل تشاكل ,۸ + 5 : 17 يوجد تشاكل 
وحيد ۸ جه ؟ :7 يجعل الرسوم التخطيطية التالية تتبادل : 





عمم ذلك . 
باستخدام فكرة التمرين السابق أو سواهاء أثبت أنه إذا كان ,4۸ ,1,2(7 =1)» 
فإن: 
(R, © RJI(J, © J) = (RJ) © (RJ)‏ 
إذا كانت ۸ المجموع المباشر الداخلي ,7 © ... © J,‏ =۸ للمثاليات J,‏ فأثبت 
أنه إذا کان ,3> ,£ لكل 1,...,۸ = : فإن 
)*( رسآ © ... © رآ © L‏ 
يشكل مثاليا فى الحلقة ۸ . 

ا أن كل J,‏ يمثل حلقة بمحايد ؛ أي أنه يوجد,7 € ,© 
بحيث إن × = e × = × e‏ لكل ,ل © × . أثبت أنه في هذه الحالة يكون كل مثالي 
في ۸ له الصيغة (*). أخيراء إذا كانت 7 هي الحلقة التي نحصل عليها من 12 
بتعريف أن حاصل ضرب أي عنصرين يساوي صفراء فأو جد كل المثاليات 
للحلقة 7 © / وقارن بالحالة التي سبق أن درست . 


بناء حلقات جديدة 5١‏ 


- (الخاصة الشاملة لحلقات كثيرات الحدود) . إذا كانت ۸ حلقة إبدالية بمحايد» 
وكانت 5 حلقة إبدالية» وكان5 ج ۸ :م تشاكلاء وكان5 ع ۾ فأثبت أنه 
يوجد تشاكل وحيد 3 ج [×]۸ : ۷ بحيث إن : 
(PF) 00‏ = ميا لكل ء م 
(i)‏ 4ع yO)‏ 
ماذا يحدث لو لم تكن الحلقة ۸ بمحايد ؟ 
۳ * - أوجد كثيرة حدود درجتها م في [×] ,ر 7 (معدد أولي) والتي يكون كل 
عنصر في ,, 3 جذرا لها وأثبت أنه لا يكن ايجاد كثيرة حدود أخرى غير صفرية 
يكون كل عنصر من 1 جذرا لها وتكون درجتها أقل من . أوجد أصغر درجة 
لكثيرة حدود غير تافهة في [×],2 بحيث يكون كل عنصر في ,2 جذرا لها . 


فمن ارا 


التحليل في الحلقات التامة 


النتيجة الأساسية فى هذا الفصل هى وجود تحليل وحيد لعناصر حلقات تامة معينة 
(تسمى حلقات تامة رئيسة) إلى عناصر أولية . ولذلك تتصرف هذه الحلقات فى هذا 
ا لخصوص كما تتصرف الأعداد الصحيحة . سنثبت أن خاصة مشابهة لخاصة خوارزمية 
القسمة فى .7 تكفى لأن تجعل حلقة تامة حلقة تامة رئيسة . 


-١‏ الحلقات التامة 

لنتذكر تعريف الحلقة التامة الذي أشير إليه فى نهاية الفصل الأول وهى حلقة 
إبدالية بمحايد لا يساوي الصفرء ولأ ترجا فها فراش للصفر» والشرط الأخير يؤدي 
إلى صحة استخدام قانون الاختصار للضرب في ال حلقات التامة. أي أنه إذا كان #0 ۾ 
وكان بره = جه فإن ر = ×. قد يكون من المناسب الإشارة إلى أنه لا يوجد اتفاق شامل 
على تعريف الحلقة التامة؛ بعض المؤلفين يحذفون الشرط 1 ۶ 0 وبعضهم يسقطون 
شرط الإبدال. المثال الأكثر وضوحا على حلقة تامة هو حلقة الأعداد الصحيحة 7. 
كذلك أي حقل هو حلقة تامة» ولذلك بصفة خاصة., ,1 حلقة تامة عندما يكون م 
عددا أوليا. من ناحية أخرى لا تشكل ,2 حلقة تامة إذا كان 2 عددا غير أولي بسبب 
وجود قواسم للصفر ؛ وكمثال على ذلك 7 حيث العناصر [2] و [3] ليست صفرية» 
لكن [0] = [6] = [2] [3] . 


1 


1٤‏ الحلقات والحلقيات 


فو نات العامة رفع E NEA a‏ 


)١(‏ حلقات جزئية من حقل. إذا كان × حقلا فإنه لا يحتوي قواسم للصفرء لأنه إذا 
كان 1 > 5,» وكان 0 = 5ه فإن : 
0 -0. ص = ر(طع)لم = ؤ(وام) = 1,6 b=‏ 

كذلك ۸ حلقة إبدالية بمحايد لا يساوي الصفرء لذلك فإن × حلقة تامة. من الواضح 
أن أية حلقة جزئية من × ولها نفس المحايد» تشكل حلقة تامة . فالحلقات التامة تظهر 
بشكل طبيعي كحلقات جزئية من الحقول» وفي الواقع سنرى بعد قليل أن كل حلقة 
تامة تظهر بهذه الكيفية . تؤدي حلقات جزئية معينة من حقل الأعداد المركبة © دورا 
مهما فى نظرية الأعداد الجبرية» مثل حلقة أعداد جاوس والتى سبق أن أشير إليها فى 
معال حلقة (8). :وفك خف ت الأعدادالصشيحة دراسة شر هذ اتدلقاك» ويشمل 
ذلك محاولة الحصول على خواص لهذه الحلقات مثل وجود ووحدانية التحليل إلى 
عناصر أولية . 


(۲) حلقات كنيرات الحدود. لقد لاحظنا فی (۷-۳) أنه إذا كانت ۸ حلقة تامةء 
فكذلك تكون []» بالاستقراء نستنتج أن حلقة كثيرات الحدود [,× .... , ,]8 في " 
متغيرا تمثل حلقة تامة ويمكن أن تعرف ب [,×]([, ,× .... , :]*8) . تهتم نظرية الهندسة 
الجبرية بالأشكال الهندسية التى تظهر كمجموعات لحلول معادلات كثيرات الحدود 
في الفضاءات التآلفية و العا )affine and projective spaces)‏ التي يكون بعدها 
على حقل يساوي 7. وكمثال على ذلك , يكن وصف كرة الوحدة في الفضاء الإقليدي 
الثلاثى بأنها مجموعة حلول المعادلة 0= 1= x +2 +x‏ زل ر وا أن 
تتطلب هذه الدراسة تحليلا دقيقا لبنية الحلقات التامة من الشكل [».... , ,×]۸. والآلية 
التي نحتاج إليها من الحلقات الإبدالية في دراسة نظرية الأعداد الجبرية والهندسية الجبرية 
عو لحت علاجا شاملا في المرجع ]1958 [Zariski et al,‏ . 

كما سبق أن ذكرناء كل حلقة تامة تظهر كحلقة جزتية من حقل . وهذا هو 
ا موضوع التالي الذي سندرسه. 
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)١-4(‏ مبرهنة 
إذا كانت ۸ حلقة تامة » فإنه يوجد حقل K‏ يحوي حلقة جزئية قائل ۸ . 


البرهان 

سيذكرنا البرهان بالطريقة التى بنى بها حقل الأعداد النسبية من الأعداد 
الخ ذا كانت التفاصيل تتطلب جهد| ومسا انالك سكف بإعظاء اللنطواك 
ال رهف ۰ 


الخطوة )١(‏ 
عرف على مجموعة الأزواج المرتبة (0 * ر” r ER,‏ - 3 العلاقة 
بك ر۴ = رک 7 © (Sp Sy)‏ ~ )ر (r‏ وأثبت أنها علاقة تكافؤ . 


الخطوة (۲) 

عرف [ر٣‏ ,,”] بأنه فصل تكافؤ 5 الذي يحوي الزوج المرتب (,7,.7)» وافرض 
أن 1 مجموعة كل هذه الفصول . آخذين في الاعتبار أن [ي” ]٣,‏ يمثل الكسر ي7/”» 
لنعرف عمليتي الجمع والضرب على مجموعة فصول التكافؤ كما يلي : 

لوك ر۳ ,8 و7 رک ,7] > [رک ,5] + [و7 ,,7] 
زوك ر1 + رك SJ = [F,‏ دركالو” ,”ا 

أثبت الآن أن هاتين العمليتين حسنتا التعريف على ۸. ويتضمن هذا إثبات أن 0 ۶ رد را 
(نحتاج عند هذه النقطة إلى غياب قواسم الصفر) وأن تعريفي العمليتين لا يعتمدان 
على تمثلي فصلي التكافؤ. 


الخطوة (۳) 

تحقق من أن ۸ يحقق شروط الحقل مع هاتين العمليتين» أي أن × و 0)ا۸ 
تشكلان زمرتين إبداليتين» الأولى بالنسبة إلى عملية الجمع والثانية بالنسبة لعملية 
الضرب وكذلك يتحقق أحد قانوني التوزيع . العنصر الصفري هو فصل التكافو الذي 


55 الحلقات والحلقيات 


يحوي جميع الأزواج المرتبة (7 ,0) حيث 0 6 7» والعنصر المحايد الضربي هو فصل 
التكافؤ الذي يحوي جميع الأزواج المرتبة 7 :7) حيث 0 *7. أيضا : 


[ر ٣‏ ,۳ ح] =[ ]¬ 


لوكا = (r, Fal‏ إذا كان 0 ۶ ,۲ 
الخطوة (4) 
أثبت أن التطبيق 12 ج ۸ :م المعرف ب [1 ,7] = (7) هو تشاكل متباين . لذلك 
(1)0م حلقة جزئية من × قاثل ۸ . 


يسمى الحقل الذي تم بناؤه عادة حقل الكسور (5ه10اء2م75 017 1dعi؟)‏ للحلقة 
التامة ۸. ويوجد إثبات مفصل لهذه الحقيقة فى المرجع ]1967 [Maclane ef al,‏ . 


؟ - القواسم, عناصر الوحدة والعناصر المتشاركة 

إن الهدف هو إيجاد شيء مشابه لخواص التحليل الموجودة في 7 في صنف 
ان من اقات ويصنفة اسن فى تخلقاتك اة معيية , وقد سيق أن الى 
خواص التحليل في 7 عدة مرات . للتوضيح سنلخص هذه الحقائق والتي هي بدون 
شك مألوفة للقارئ. أولاء يسمى 7 ع معددا أوليا إذا كان (1) ±1 ۶ م (1) إذا كان 
5ه عم حيث 7 © 5 ,ه» فإنه إما 1+ = ه أو ±1 = 5. مبرهنة التحليل الوحيد في 1 

يمكن تحليل كل عدد صحيح غير صفري ” على الصورة : 

FL.p, <P, 

حيث 0 < و ,م أعداد أولية موجبة . هذا التحليل وحيد تحت سقف (11010) ترتیب 
الأعداد ,م (أي. لا نأخذ بعين الاعتبار الترتيب الذي تظهر به الأعداد ,م ). 

هذه هى المبرهنة التى نرغب تعميمها. سنلاحظ أن هذه الحقيقة حول 7 هى 
حالة خاصة . ستتعامل خلال هذا الفصل معاملة شاملة مع الحلقات التامة بالرغم من 
أن بعض النتائج صحيحة بشكل أعم ولكن الفرض أن الحلقات المستخدمة هي حلقات 
تامة سيجعل الأشياء أكثر وضوحا. 
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تسرميز 
سنكتب *۸ للدلالة على مجموعة العناصر غير الصفرية فى الحلقة ۸ . 


)۲-٤(‏ تعريف 
إذا كان ىو عنصرين من حلقة تامة ؟[» فإنه يقال إن 7يقسم 5 (ويرمز لذلك 
بالرمز د١7‏ ) إذا وجد عنصر ۸ © 1 بحيث إن ۲۲ = 5. يسمى #7فى هذه ا حالة 
عاملا (18©101]) أو قاسما (019715015) للعنصر 5. فا معادلة 0 = 0 تعنى أن كل عنصر 
من ۸هو قاسم للصفر بالرغم من كون ليس فيها قواسم للصفر . يبد و أن هذه 
ا مصطلحات غير جيدة ولكن يبدو أنها لا تؤدي إلى أي ارتباك من الناحية العملية . 

نشير من ناحية أخرى إلى أن الصفر لا يقسم أي عنصر غير صفري في ۸. 

ماذا يحدث لو تفحصنا خاصية التحليل فى حقل الأعداد النسبية ©؟ إذا كان 
٤ )9*‏ 5 ,» فإن 5(5/”) = م وبالتالي فإن أي عنصر في *0 يقسم كل عنصر آخر 
فيها . لذلك لا توجد أعداد مرشحة لتكون أعدادا أولية فى . وبالتأكيد لا يمكن 
الوصول إلى وحدانية التحليل فيها. و يكن تجنب هذه الصعوبة بالاتفاق على عدم 
ا لخوض فيها ولكي نقوم بذلك نحتاج إلى بعض التعاريف الآخرى . 


)۳-٤(‏ تعاريف 

(۱) نفرض أن ۸ حلقة تامة . يقال عن عنصر إنه عنصر وحدة (]1نا) فى ۸ إذا كان 
ناكما الفكاية "أ إن RS a‏ بكر عاص e E‏ 
في ۸ بحیث إن 1 = 4۷ . 

(ب) نفرض أن ۸ حلقة تامة . نقول عن عنصرين 5 :من ۸ إنهما متشاركان 
(355018165) ذا كان ۲ يقسم 5 وكان ؟ يقسم 7. 


ملاحظات 


)١(‏ من الواضح أن أي عنصر وحدة هو عنصر غير صفري . وسنلاحظ أن مجموعة 
عناصر الوحدة في الحلقة التامة تشكل زمرة بالنسبة لعملية الضرب . وكمثال 


1A 


(۲) 


(۳) 


الحلقات والحلقيات 


على ذلك» إن / لها عنصرا و حدة هما 1+ وهما يشكلان زمرة دوروية رتبتها 2 
مولدة بالعنصر 1-. من ناحية أخرى» مجموعة عناصر الوحدة في © هي *© 
وهي أكبر ما يكن . بالتأكيد تشكل *0) زمرة ضربية لأن @ حقل . باستخدام 
(۷-۳) وبفحص درجات كثيرات الحدود يكن استنتاج أن عناصر الوحدة في 
[:]1 هي كثيرات الحدود التي درجتها صفرء أي هي عناصر *۸ . 

إذا كان ۸ € ۾ وكان ۷ عنصر وحدة في ۸» قدو ع و 10 حزن 
وعليه فإن u)v۵(‏ = ه. وبالتالي فإن أي عنصر وحدة يقسم كل عنصر في ۸ 
(كما يقسم 1+ كل عنصر في /1) . 

يلاحظ أن2 و1 بالرغم من أنهما ليسا متشاركين في 1 فإنهما متشاركان كعنصرين 
من حلقة أكبر وهي ). وبصورة أعم » العنصران 7,7 من *2يكونان متشاركين 
في 7 إذا كان ۸ + = ”. بينما يكونان دائما متشاركين في 0 . لذلك فإن مفاهيم 
القسمة وعناصر الوحدة والتشارك لا تعتمد فقط على العناصر بل تعتمد أيضا 
على الحلقة التي تنتمي إليها هذه العناصر . لذلك فإنه في بعض الأحيان قد يكون 
من الضروري التأكيد على ذلك بالتحدث عن التشارك في #» . . . الخ . 


تسرمسيز 


في الحالة التي تكون فيها (4) = 4؛ أي مجموعة تحوي عنصرا وحيدا 4 سنكتب 48 
بدلا من 2(8) . يكن بسهولة التأكد من أن (۸ »ع ۲ : 7ه) = كله بالرغم من أنه لم 
يعرف بهذه الطريقة . باستخدام .)٠١-۲(‏ إذا كانت ۸ حلقة تامة فإنه يمكن التأكد 
بسهولة أن ۸ (أو »۸) يشكل مثاليا مولدا بالعنصر ©. 


سنثبت الآن مأخوذة جامعة تضع التعاريف التي سبق التطرق إليها في مواقعها 


ا 


(4-4) مأخوذة 


إذا كانت ۸ حلقة نامة» فإن: 


(i) 
(ii) 
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5 يقسم 1 إذا وفقط إذا كان ؟11 2 5 
لاعنصر وحدة فى ۸ إذا وفقط إذا كان ۸ = ۸ 


(11) تشكل ا مجموعة التي تحوي كل عناصر الوحدة للحلقة التامة #زمرة إبدالية 


بالنسبة لعملية الضرب» وإذا كان 1 ع ها وكان »| v‏ فإن تا € ١‏ 


(17) علاقة التشارك علاقة تكافؤ على #وللاختصار نرمز لها بالرمز --. ويكون 
فصل التكافؤ لهذه العلاقة الذي يحوي العنصر © على الصورة ( 0 € ها : 41) 
وكذلك 

a~b 4 aR = DR 4 a = bu 
.۸ حيث 1۷ عنصر وحدة فى‎ 

(۷) العلاقة ايقسم» منسجمة مع - ومجموعة فصول التكافؤ ترتب جزئيا بواسطة 
العلاقة المحدثة بالعلاقة «يقسم» . 

البرهان 


(i) 


(ii) 


(iii) 


(iv) 


إذا كان sيقسم‏ ا» فإنهديوجد/ €٤‏ ابحيث إن ١٣ء‏ =۲. لذلك 
دح .R = )s(R = sR)‏ وبالعکس» لنفرض أن ۸ء > ۲۸» فيكون 
IR‏ € 1= وبالتالي SR‏ € 1 وإذن ”5 >1 لعنصر 8R‏ € 27 وبالتالي 5 يقسم/. 
باستخدام (1) نحصل على : 
لا عنصر وحدة © ا يقسم 1[ © ۸= 1۸ 2 .UuR‏ 

ويعطى هذا النتيجة المطلوبة . 

إذا كان #4 عضري وحندة» فإنهيوجل# 6 ر۷ ۷بحيث إن 
1 > ر۷ رلا = ,۷ بها وإذن 1 = (رنا ر4) ( ١‏ ,0) = (ر۷ ,۷) (يلا ,/1) وبالتالي 
€ © به ,»ا . أيضا ل © 1 والعنصر ,لا ينتمى إلى ل ويكون معكوس ,»× 
الضربي . وعليه فإن لا تشكل زمرة بالنسبة لعملية الضرب وهي إبدالية لآن ۸ 
إبذالية : نفرض الآن أن 1 = ٠‏ وأن ۷ يقسم نا فيكون ۷۷ = ا حيث ۸ © ۰۷ 
وبالتالى 1 = W(‏ )<. إذن ۷ عنصر وحدة. 

حسب التعريف 5 - 4 إذا وفقط إذا كان 5|» و ©|ط. لما کان ».1 = ه فإن » - ۾ 
وبالتالي فالعلاقة انعكاسية . كذلك العلاقة تناظرية من تعريفها. من الواضح 


(v) 


الحلقات والحلقيات 


أن ءإط و طإه يؤدي إلى أن ء|» وبالتالى فالعلاقة متعدية . إذن العلاقة ~ تمثل 
علاقة تكافۇ . باقى (10)سيتحقق إذا أثبتنا أن 1 - ظط جه ط - » حيث + عنصر 
وحدة. نفرض أن ط- » و 20 © فيكون © يقسم و ١‏ يقسم 4 . إذن دا = ۾ 
ولاه = ط حيث ۸ ع ۲ ,ل . إذن اماه = ۾ وبالتالى 1 = نان حسب قانون 
الاختصار» وعليه فإن ها عنصر وحدة. وبالعكس لنفرض أن هام = ط حيث » 
عنصر وحدة . فيكون 1 = 1۷۷ حيث A‏ © ۷. من الواضح أن 2 يقسم 5 وكذلك 
ط يقسم 3 لأن اط = ۾. إذن ط ~ ه. النتيجة صحيحة عندما 0 = » حيث إن 
العنصر الوحيد الذي يكافئ الصفر هو الصفر نفسه. 
عندما نقول إن علاقة يقسم» منسجمة مع - فإننا نعني أنه إذا كان [5] ,[4] 
فصلي تكافؤء فإن التعريف : 
alb‏ »ك [ز6]اله] 
مستقل عن اختيار ط ,4 بمثلي فصلي التكافؤ . لكي نتأكد أن ذلك هو الحاصل » 
نفرض أن 41] = [ه] و 51] = [5]. باستخدام (17) و (1) نحصل على : 
ab’‏ 4 51ج لمهت اج الهاي (زإن 
وهوالمطلوب . كما هو معلوم فإن المجموعة تكون مرتبة جزئيا إذا وجدت علاقة 
م على المجموعة بحيث تكون متعدية وتخالفية» حيث تعني تخالفية أن : 
٠ apb, bpa 4 a = b‏ 
نلاحظ أن علاقة «يقسم» على مجموعة فصول التكافؤ علاقة متعدية» وذلك 
باستخدام الخاصة المناظرة على عناصر ۸. أيضا إذا كان [ه] يقسم [5] و [5] 
يقسم [4] فإنه من التعريف يكون © يقسم ط و ط يقسم ». وإذن 5 ,4 متشاركان 
وبالتالي [5] = [] . 


ترميز 


سيرمز لمجموعة العناصر المتشاركة مع عنصر معطى ۾ في حلقة تامة ۸ بالرمز 


[ه] . نأمل أن لا يسبب ذلك أي ارتباك مع استخدامنا لنفس الرمز للمجموعات 
المشاركة ل ,72. 


التحليل في الحلقات التامة ۷١‏ 


م - حلقات التحليل الوحيد 

إحدى الطرق لتعميم مبرهنة معطاة هي إعطاء إسم للحلقات التي نتوقع أن 
تحقق المبرهنة ثم يتم الاستقصاء عن صنف الحلقات التي كونت بتلك الطريقة لكي 
نتمكن من تحديد علاقتها بالأصناف الأخرى من الحلقات . سنعمل ذلك مع «حلقات 
التحليل الوحيد) . 

بالنظر إلى الملاحظات حول عناصر الوحدة المذكورة سابقاء نستنتج أن التعريف 
التالي هو مثيل واضح لتعريف «الأولى» فى الأعداد الصحيحة. من ناحية أخرى, 
لقد جرت العادة على ربط اسم «غير قابل للتحليل» بهذه الفكرة ونحتفظ بإسم 
«الأولى» لشىء يختلف قليلا . 


)٥-٤(‏ تعريف 

نفر ض أن ۸ حلقة تامة . يقال إن عنصرا «من ۸ غیر قابل للتحليل (irreducible)‏ 
فى 1#إذا كان : (1) لیس عنص ر وحدة فى ۸ و (11) فى أي تحليل اه = كحاصل 
فرت ضري طن 11 فاته نا فصي وده أو عنص و راک کن 
الآخر متشاركا مع ”). 

هذا يعنى أن العناصر غير القابلة للتحليل هى التى يكون لها تحليلات تافهة 
فقط محدثة بسبب عناصر الوحدة . لاحظ أن المعادلة 0.0 - 0 تعني أن0 قابل للتحليل . 


ملاحظات 

-١‏ يكن بسهولة رؤية أن كل عنصر متشارك مع عنصر غير قابل للتحليل يكون 
غير قابل للتحليل . لأنه إذا كان : غير قابل للتحليل وكان5ى- ۲ء فإن در = م 
حيث ١‏ عنصر وحدة. من الواضح أن 5 ليس عنصر وحدة. إذا كان ۷۲ = و« 
فإن ۲(«) > , وبالتالى فإنه إما تكون 1 عنصر وحدة أو يكون ۷ عنصر وحدة. 
فى اا کون اشا عنص وح ی 

ا نلاحظ أن فكرة «غير قابل للتحليل» مثل كثير من الأفكار الأخرى فى هذا 
الفصل تعتمد على الحلقة التي ندرس فيها هذه الفكرة. مثال ذلك العنصر 2 
غير قابل للتحليل في 7 ولكنه عنصر وحدة في الحلقة الأوسع ©. 


A 


الحلقات والحلقيات 


(5-4) تعريف 


تسمى حلقة تامة ۸ حلقة نخليل وحيد (unique factorization d0 main)‏ 


(0۴)» أو في بعض الأحيان حلقة جاوس» إذا تحقق ما يلي : 
١‏ - كل عنصر *۸ > 7 يكن التعبير عنه بالصيغة : 


01 اا 57 2 


حيث لاعنصر وحدة في ۸» 0 < ۸و ,8 عناصر غير قابلة للتحليل في ۸ . 
ويسمى هذا شرط وجود التحليل . 

إذاكان ظط ... بطخلا = يه ... ua,‏ 

حيث “لا ,لاعنصرا وحدة في ؟1» والعناصر,ا ,4 عناصر غير قابلة للتحليل 
في ۸» فإن 7# = ۸ وأيضا ,رط ~,ه حيث :7 تبديل ما لعناصر الجموعة 
< ,... ,2 ,1). ويسمى هذا شرط وحدانية التحليل . 


ملاحظات 


-١ 


يلاحظ أن التعريف السابق يحل المشكلة التي سبق أن تعرضنا لها في الحقل 
0)» حيث إن كل عنصر غير صفري هو عنصر وحدة. لذلك من الواضح أن 
كل حفل مو حلقة ليل وید 
إن وجود التحليل (الشرط الأول من شروط حلقة تحليل وحيد) هو أفضل تثيل 
نتوقع من تحليل مناظر لما في 1ء حيث لا غلك» بصفة عامة» طريقة نختار بها 
عناصر معينة غير قابلة للتحليل تناظر الأعداد الأولية الموجبة في 7. 
نستطيع دائما أن نحصل من تحليل معطى ,4 .... ,۾ ا = على تحليل آخر 
حيث تستبدل:8 بعناصر اختيارية متشاركة معها زه ا = به كمايلي 
,© ... /4. ! برلا... !1 > 7 . لذلك فإن وحدانية التحليل (الشرط الثاني من 
شروط حلقة تحليل وحيد) هو أيضا أفضل ما نحصل عليه . 

قد يكون مناسبا أن تمثل كل الحلقات التامة حلقات تحليل وحيد» لكن 


ذلك بعيد المنال» فالحلقات الحزئية من حقل الأعداد المركبة قد لا تكون حلقات تحليل 


وحيك. 


التحليل في الحلقات التامة A3‏ 


مشال 
نفرض أن ۸ ترمز إلى المجموعة الحزئية (1 © ط ,4 : 5-/+ ط + ©) من حقل 
الأعداد المركبة €. ليس من الصعب التأكد أن ۸ حلقة جزئية من € ولا كانت ۸ تحوي 
محايد € فهى حلقة تامة. نود أولا أن نحدد عناصر الوحدة ل28. لنعمل ذلك 
نعتبر التطبيق المعيار function)‏ تاو ) ,1 ج ۸ : ۸ المعرف كما يلى : 
زح nos laa ê +B Va SGU‏ 
حيث يرمز | |للقيمة المطلقة للعدد المركب. هذا التطبيق ”له الخاصة المهمة 
(8) )۸ = (0:8)” لأن |6| |»| = |6»|. يقال عن مثل هذا التطبيق بأنه ضربي . 
نفرض أن ها عنصر وحدة فی ۸» فیکون 1 = نا حيث ۸ © ۷ وبالتالى فإن ٤‏ 
١ n(u) n(v) = n(1) = 1 ١‏ 
لما كانت )7 و ()7 أعدادا صحيحة» فلا بد أن يكون 1 = (۷) = (⁄)۸. 
ولكن الحلول العددية الصحيحة الوحيدة للمعادلة 1 = 7+582» هى 0 - 5و 1 + - 4 
ويؤدي هذا إلى أن 1 + = » وهكذا فإن هذه هي فقط عناصر الوحدة في . 
يلاحظ أن العنصر ۸ > [5-/0) 0 + 6 = 6 يكن تحليله كما يلي : 
(5-/.-1) (5-/.+1) = 6=2.3 
بالإضافة إلى ذلك» ندعي أن كلا من العناصر الأربعة 5-/. -1» 5-/+ +21 3 و2 
غير قابل للتحليل في ۸. فمثلا نفرض أن ,0:0 = 2 حيث ۸ € ,0 وکل منهما 
ليس عنصر وحدة. باستخدام التطبيق المعيار نحصل على : 
4 = (2) = (ي0 ,7)0 = (ي71)0 (,:71)0 
بما أن (:7)0 و (ي0):: عددان صحيحان موجبان» فإن (7)0 لها إحدى القيم 
1 و4 . لكن حسب ما لاحظنا سابقا أنه إذا كان1 = (:0)” فإن ,» عنصر وحدة 
وهذا يناقض الفرض . وإذا كان 4 = (7)0 فإن1 = (:7)0 وبالتالى,0 عنصر وحدة 
هذا يناقض الفرض» لكن لا يو جد خل للمغادلة 2= 2457م ف الأعداةالصجيحة: 
لدلك لا وخا عتصرق 48 المعبار 2 وهكذا فإن 2 عكر غير فال للخ :م 
امن الواضم أله ليس عضر وحدة لأنمعيازه لا يساوي الوابحد)تستطيع بدراسة 
ماثلة أن نغبت أن 5-/. - 1 . 5-/. + 1 و 3 عناصر غير قابلة للتحليل. 


لا الحلقات والحلقيات 


باستخدام الخاصة الضربية للمعيار نستنتج أن العناصر المتشاركة لها نفس المعيار 
لأن معيار كل عنصر وحدة يساوي الواحد. إذن 2 الذي معياره يساوي ٠4‏ ليس 
متشاركا مع أي من العنصرين 5-/ 1± اللذين معيارهما 6. لذلك فإن وحدانية 
التحليل (المذكورة في الشرط الثاني من تعريف حلقة تحليل وحيد) لا تتحقق في ۸ 
وبالتالي فإن ۸ ليست حلقة تحليل وحيد. 

يوجد فارق مهم بين خواص العناصر غير القابلة للتحليل في هذه الحلقة ۸ 
وبين الأعداد الصحيحة الأولية . يعلم القارئ» بدون شك» أنه إذا كان م عددا صحيحا 
أولياء فإن مله الخاصة التالية : إذاكان 2 ع 5 ,© وكان 45إم فإنه إما #إم أو طإم. هذه 
الخاصة مهمة جدا لدرجة أنها تؤخذ عادة كتعريف «للعنصر الأولي» في الحلقات التامة 
العامة . 


)۷-٤(‏ تعريف 

يسمى عنصر #من حلقة تامة 1#أوليا (عمتذام) (فى ۸) إذا تحقق الش رطان التاليان : 
() “ليس صفرا وليس عنصر وحدة . 
(ii)‏ إذاكان ۴ ع ط ,۾ وكان م يقسم 45 فإن م إما يقسم © وإما يقسم ۵ . 

بالقاء نظرة سريعة على المثال السابق يتبين أن العناصر غير القابلة للتحليل ليست 
دائما أولية» إذ نلاحظ أن : 

(5-/.-1)(ك-/. + )|2 

بينما 2 لا يقسم أي عامل منهما. نستطيع أن نرى ذلك بسهولة باستخدام المعيار. 

تعطي المأخوذة التاليةتعريفا مكافئا للعنصر الأولي» بالرغم من أنه لن يخدم 
أغراضنا المباشرة لكننا سنذكره لأهميتة . 


(8-4) مأخوذة 
نفرض أن ۸ حلقة تامة ونفرض أن *۸ > . عندئذ يكون عنصرا أوليا إذا 
وفقط إذا كان ۸م/۸ حلقة تامة . 


التحليل في الحلقات التامة Vo‏ 


اللرهان 

نفرض أولا أن م عنصر أولي . وإذن م ليس عنصر وحدة وبالتالي م لا يقسم 1 
وهكذا فإن ۸م © 1 . إذن مع ۸م + 1 . يعني هذا أن المحايد الجمعي والمحايد الضربي 
للحلقة م/ مختلفان. من الواضح أن ۸/۸ حلقة إبدالية. لنفرض أن 
pR‏ = (اأصحط)(1مجه) هو العنصر الصفري ل ›R/pR‏ إذن «ab e pR «ab + pR = pR‏ 
وبالتالي 6مام. إذن هإم أو طاص في الحالة الأولى PR = PR‏ + وفي الحالة الثانية 
.b+pR=pR‏ فالحلقة ۸/۴ ليس فيها قواسم للصفر وبالتالي فهي حلقة تامة . 

نفرض الآن أن *۸ ٤‏ م وأن ۸/۸ حلقة تامة . إذن ۴م ± ۸م + 1 م لا يقسم 
1 وكذلك م ليس عنصر وحدة . بالإضافة إلى ذلك إذا كان ۸ ء ط ,۾ وكان طهإمء 
فإن ۸م = ۸م + ذه وبا أنه في الحلقة ۸/۸ لا توجد قواسم للصفر. لذلك إما 
PR‏ = Rم‏ + ه أو p۴‏ = ۸م + ط ويؤدي هذا إلى أنه إما »إم أو طم وإذن م أولي . 

إن العلاقة بين العناصر الأولية والعناصر غير القابلة للتحليل لها أهمية أساسية 
في تحديد كون الحلقة التامة المعطاة تمثل حلقة تحليل وحيد آم لاء كما سنرى ذلك 
الآن. إحدى طرق العلاقة بينهما مباشرة . 


(4-4) مأخوذة 
إذا كانت ۸ حلقة تامة » فإن كل عنص رأولي في ۸ يكون غير قابل للتحليل . 


البرهان 

نفرض أن م عنصر أولي في ۸. إذن م ليس عنصر وحدة حسب التعريف . 
نفرض أن طه = رحيث ‏ > (ر,ه. بالتأكيد مهإمء لذلك إما هام أو ذام. في الحالة 
الأولى يكون عم = ۾ حيث ‏ ع » وبالتالي “ام = م. باستخدام قانون الاختصار 
نحصل على 1 = 56. وإذن ا هو عنصر وحدة . وبالمثل نثيت أنه إذا كان ط|م فإن © 
عنصر وحدة. وإذن م عنصر غير قابل للتحليل . 


۷٦‏ الحلقات والحلقيات 


)١١-٤(‏ مبرهنة 
إذاكانت ۸ حلقة تامة » فإنها تكون حلقة تحليل وحيد إذا وفقط إذا كان 
 )(‏ تقق شرط وجود التحليل من شروط حلقة نحليل وحيد . 
(ذذ) کل عنصر غير قابل للتحليل في *1يكون عنصرا أوليا في ۸. 
الف ا رو ا ا ت TT‏ 
التحليل من شروط حلقة تحليل وحيد» يكافى الشرط الثاني من هذه ا مبرهنة . 


البرهسان 

نفرض أولا أن ۸ حلقة تحليل وحيد ولنفرض أن ”عنصر غير قابل للتحليل من 
. إذن ۲ ليس عنصر وحدة ولا يساوي صفرا . لیکن ۸ ء 0,5 وليكن 7يقسم ط4 . 
فيكون 48 = 75 لعنصر ۸ © 5. باستخدام شرط وجود التحليل من شروط حلقة 


تحليل وحيد نحصل على : 
رگ ۰.۰ US,‏ = فى 
a = vq, o‏ 
mM‏ 
b= wb, 0‏ 
حريث W‏ ,لا رلا عا حدة» نما 2 ,© ,.ىعنا غم قارلة لل rS = 08 ‘a.‏ 
صر و k ma‏ 31 4 صر غير ۰ 0 مں 


US, ... رى‎ = (VW) 4 ...@, b, ...b, 

كل طرف من المعادلة السابقة له الصورة «عنصر وحدة مضروب في حاصل 
ضرب عناصر غير قابلة للتحليل» . EEN el‏ 
تحليل وحيد نستنتج أن ” متشارك إما مع عنصر ,4 أو مع عنصر ,ظ. في الحالة الأولى 
,»|۶ وبالتالي 714 وفي الحالة الثانية 16. وإذن ” عنصر أولي. . 

الآن سنفرض وجود التحليل من شروط حلقة تحليل وحيد» وكذلك نفرض 
أن كل عنصر غير قابل للتحليل في ۸ عنصر أولي . ضع 

UP, <P, ع‎ VQ, ... 0, (*) 


التحليل في الحلقات التامة VY‏ 


حيث » 0 < +7 ,1 و < ,)1 عنصرا وحدة وكل ,2 و,9 غير قابل للتحليل . بحن أن یت 
أن ” > 1 وأن ,م متشارك مع ,0 (بعد إعادة الترتيب إذا لزم ذلك) لكل / .... ,1 =1. 
سنعمل ذلك بالاستقراء على 1. إذا كان 0 = 21 فإنه يكون لدينا 4 ... ,و۷ = 4 . إذا 
كان 0 < 27# فإنه لما كان 1 يقسم 1» فان كل ,9 يقسم 1 وبالتالي يكون كل ۾ عنصر 
وحدة. يناقض هذا تعريف عدم قابلية التحليل» لذلك 0 = ” إذاكان 0 =1. الآن 
نفرض أن 0 < / وأن وحدانية التحليل من شروط حلقة تحليل وحيد تتحقق لكل 
المعادلات من الصيغة (*) ولأقل من 1 من العناصر غير القابلة للتحليل التي تظهر على 
يسار المعادلة . لما كان ,م غير قابل للتحليل فهو أولي حسب الفرض أعلاه. لذلك,م 
التي تقسم حاصل الضرب في الجهة اليمنى من المعادلة (*)» تقسم أحد عوامل حاصل 
الضرب . لكن ,م لا تقسم « (وإلا كانت عنصر وحدة)» إذن 0 < 77 وبالتالي يمكن أن 
نفترض بعد إعادة الترتيب أن ,م يقسم ,,4. وحيث إن ,ي عنصر غير قابل للتحليل» 
فإن عوامله هي عناصر وحدة وعناصر متشاركة معه. إذن p-٩‏ ومنه =u‏ ,7 
حيث 1 عنصر وحدة . نعوض عن قيمة ,7 في المعادلة (*) ونحذف,4 من الطرفين 
فنحص على المساواة : 

VQ, 4 (**)‏ = رم ... (UU )p,‏ 
الآن يتحقق شرط وحدانية التحليل على المعادلة (**)ء لذلك 72-1 - 1-1 
و .... م تكون متشاركة مع ,4 .... ٩,‏ بعد إعادة ترتيب إذا لزم الأمر . يؤدي هذا 
إلى أن ” = / وحيث إن و = ,© - ,م فإنه يكون قد ثبت المطلوب . 

ينتج عن النتيجتين السابقتين تطابق فكرة الأولي مع فكرة غير قابل للتحليل في 
حلقة تحليل وحيد؛ وبصفة خاصة هذا صحيح في حلقة الأعداد الصحيحة . ويوضح 
هذا لماذا يكون التعريف الذي يعطى عادة للعدد الأولي في 7 هو في الحقيقة نفس 
تعريف غير قابل للتحليل . 


> - الخحلقات التامة الرئيسة والحلقات الإقليدية 
سنقدم الآن نوعين جديدين من الحلقات وسيتبين بعد ذلك أنها حلقات تحليل 


وحيدك. 


78 الحلقات والحلقيات 


)١1-4(‏ تعاريف 

يقال عن مثالى 3فى حلقة تامة ۸ إنه مثالى رئيسى ([615211068طذةم) فى 1إذا 
وج ذعتضت زه فى یوند أ ىآت زه - ل. LS E‏ 
domain) (PID)‏ 11681 إذا كانت حلقة تامة وكان كل مثالي فيها رئيسيا . 


أمتلة 
ا لتك #حلقة تامة. الثاليان 8409 مثاليان رفيسيان» لكوتهما مولدين ب0 
و1 على الترتيب. 

25 “كن فل هوخ فة رة بلاحط بهو ا راقعل 
الثاني) أن الثاليات الوحيدة في ۸ هي (0) و . ۰ 
اة الأعراد الح خرقة اة ر كلف ذا کان شان فن إا 

حلقة تامة رئيسة . سنثبت هذه الحقائق لاحقا. مع ذلك. [×]۸ ليست حلقة 

تامةرئيسة بصفة عامة . انظر تمريني (۸) و )١5(‏ في نهاية هذا الفصل . 

لكي نثبت مثال (7) المذكور أعلاه ولكي نحصل على أمثلة أخرى عن حلقات 
تام رئيسة تقدم نوعا انحر( و أخير) من الخلقات نسمى الحلقات الإقليدية . يتم المضول 
على هذه الحلقات بتوسيع خاصة القسمة الإقليدية» التي تشترك فيها 2 و [×]۸ (انظر 
نهاية الفصل الثاني وكذلك (۸-۳)). 


)١5-4(‏ تعريف 
نقول عن ا حلقة النامة ۸ إنها حلقة إقليدية (512) (Euclidean do ai)‏ إذا 
وجو وله 7 عل سيف 
() يسم طح () م > (6) 4 
(1ذ) إذاكان اع هو R*‏ ع طفإنه يوجد ۸ € 0,7 بحيث إن ۲ + 4ط - » وإن 0= , 
أو (ط) ف > (”) 4 . 
يسمى التطبيق 0 دالة إقليدية (611204107 1811110680) على ۸» ويسمى الشرط 
(1) شرط خخاصة القسمة الإقليدية. قد يوجد كثير من الدوال الإقليدية التي تجعل . 


التحليل في الحلقات التامة ۷۹ 


الحلقة التامة حلقة إقليدية . كما لاحظناء 7 و [] حلقتان إقليديتان. سنستقصي 
الحلقات الإقليدية عن كثب فى البند الخامس من هذا الفصل وسبب اهتمامنا بها هنا 
يرجع إلى أن كل حلقة إقليدية هي حلقة تامة رئيسة كما توضح ذلك المأخوذة التالية . 


)١"-4(‏ مأخوذة. 
كل حلقة إقليدية هى حلقة تامة رئيسة . 


البرهان 

البرهان مثيل لإثبات (17-7) حيث أثبتنا أن 7 حلقة تامة رئيسة (وأكثر من 
ذلك بكثير) . نفرض أن ۸ حلقة إقليدية وأن 7>/7.. إذا كان (40 = ل فإن ل مثالي 
رئيسي . نفرض أن (0) ± 7.. نلاحظ أن مجموعة قيم الدالة الإقليدية على عناصر J‏ 
غير الصفرية تشكل مجموعة جزئية غير خالية من الأعداد الصحيحة الموجبة» ولذلك 
فهي تحوي عددا أصغر . لنختر ا عنصرا غير صفري في 7 بحيث إن (0)5 له أصغر 
قيمة تمكنة . نحن ندعى أن ۸ط = ل. 

لكان مراع و فإنه بالتأكيد ل > 0۸ . وبالعكس إذا كان 7 © 4» فإنه حسب 
شر ط خاصة القسمة الإقليدية « + وط = » حيث ۸ > 4,۲ و 0- / أو (0)5 > (7)ض . 
الآن [ ٤‏ وط -ه = ۲. إذاكان 0 غد”» فإن (ط)0 > (0)0 يناقض اختيار 5. لذلك 0 حمر 
وبالتالي 28 ٤‏ ۾ وهكذا فإن 58 = 7.. (لاحظ أننا لم نستخدم الشرط الأول من 
شروط ال حلقة الإقليدية في الإثبات وفي الواقع ستظهر قيمته واضحة فيما بعد عندما 
ندرس عناصر الوحدة في الحلقة الإقليدية) . 

لقد تأكد لنا وجود مخزون كاف من حلقات تامة رئيسة وهذا ما يجعل المبرهنة 


التالية ذات أهمية خاصة . 


)١ 4--5(‏ مبرهنة 
كل حلقة تامة رئيسة هي حلقة تحليل وحيد . 


۰ ۸ الحلقات والحلقيات 


الطريقة المناسبة لإثبات هذه المبرهنة» باستخدام مبرهنة (٤-٠٠)؛‏ أي نثبت أن 
أي حلقة تامة رئيسة تحقق شرط وجود التحليل وأن كل عنصر غير قابل للتحليل فيها 
يكون عنصرا أوليا. سنتعامل مع هذين الشرطين بشكل منفصل ونبدأ بإثبات الأسهل . 


)١6-4(‏ مأخوذة 
كل عنصر غير قابل للتحليل في حلقة تامة رئيسة هو عنص رأولي . 


اللرهان 

نفرض أن ۸ حلقة تامة رئيسة وأن م عنصر غير قابل للتحليل في ۸. يجب أن 
نثبت أن م عنصر أولي . بالتأكيد م ليس صفرا ولا عنصر وحدة. نفترض أن م يقسم 
40 حيث ۸ © 4,5. نفرض أن م لا يقسم © ونثبت في هذه ا حالة أن م يقسم ط. خذ 
المثالى ۸ه + ۸م فى ۸. بما أن ۸ حلقة تامة رئيسة» لذلك يوجد ۸ © 4 بحيث إن 
RoR =‏ 00 لا كان در عنصرا أولياء فإنه إما 4 عنصر 
وحدة أو م ~ 4. في الحالة الثانية يكون م يقسم 4 وبالتالي م يقسم ۾ وهذا يناقض 
الفرض . إذن 4 عنصر وحدة وبالتالى ۸ = ۵۸ + م حسب (5-5) (11) . ويؤدي 
هذا إلى أن 24 + وم = 1 حيث ۸ ع 5,1. إذن طه) + زعم = 5. لما كان م يقسم 4 
فإنه يقسم الطرف الأيمن من المعادلة وبالتالي م يقسم 5 كما هو مطلوب . 

برهان المبرهنة )١5-5(‏ سيكتمل بإثبات المأخوذة التالية. 


)١5-4(‏ مأخوذة 
كاف مانة رعرية فق قرط E‏ 


البرهان 

ستئبت المأخوذة باستخدام التناقض . نفرض أن النتيجة غير صحيحة ؛ أي توجد 
حلقة تامة رئيسة ۸ ويوجد عنصر *۸ » ” لا نستطيع كتابته في الصيغة المذكورة في 
قرط و جرد التخليل عن شروط اة ليل وة سسعى مل هل العناصر في *۸ 


التحليل في الحلقات التامة ١م‏ 


عناصر «سيئة» والأخرى عناصر «جيدة» وهي عناصر ** التي يمكن كتابتها في الصيغة 
المذكورة في شرط وجود التحليل . الآن» العنصر السيء27 بصفة خاصة» ليس عنصر 
وحدة» ولايمكن أن يكون غير قابل للتحليل» وإلا حقق شرط وجود التحليل . لذلك 
يكن التعبير عنه بالصيغة 5 ,م = ٣‏ يث ,5 و,” ليسا عنصري وحدة وبالتالي 
غيرمتشاركين مع <. بالإضافة إلى ذلك يجب أن يكون أحدهما سيئا وإلا أعطانا كل 
من تحليل ,7 وتحليل ر تحليلا جيدا ل .٣‏ قد يحتاج الأمر إلى إعادة تسمية العاملين ,,7 
.5 حتى يكون ٣‏ سیئا . عندئذ» يكون ,7يقسم 7وليس متشاركا معه. الآن» نعيد هذه 
الطريقة على ,” فنحصل على عنصر سيء ر يقسم ,” وليس متشاركا معه. وإذا 
استمرت هذه العملية وكتبنا ,”7 = / سنحصل على متتالية لا نهائية ... ر٣ ٠‏ .م من 
العناصر السيئة بحيث إن ٣,‏ يقسم على ,” وليس متشاركا معه لكل ... ,1 ,0 = 1. 
. وباستخدام المأخوذة (5-4) فإن المثاليات المولدة بالعناصر ,7 تحقق 
0ح Rr, cC Rr, cC Rr,‏ 
لیکن ۴7ل = 7 . بالاستناد إلى (۱۳-۲) يكون 4۸8 [. وبالتالي فإن 84 - [ 
0= 

حيث ۸ ع 4؟ لأن ۸ حلقة تامة رئيسة . وعليه فإن 7 © 4 وبالتالي فإن ,۸۲ ع 4 لعنصر 
,” وهذا يؤدي إلى أن : ش 
4 - لي Rd c Rr,‏ 
إذن :11 = ل لکن ,17 = اي ,17 ح ,۸ وهذا تناقض . لذلك لا يوجد عنصر 
سيء في *۸ وهو المطلوب . 


ملاحظة 

لقدتم حجب حاجة النقاش في برهان الملأخوذة السابقة بقة إلى استخدام مسلمة 
الاختيار .)4×i of Choice)‏ ونحتاج عند مرحلة مناسبة فى النقاش إلى أن نقول 
ونسميه , ۲ SE EA E EN AAs‏ 
الاعتباطية . يكن للقارى» الذي نجحنا في إثارة حب الاستطلاع لديهء الرجوع إلى 


AY‏ الحلقات والحلقيات 


المرجع [1960 ,05ه۲141] أو الم ر جع [1955 ,16116] لمعرفة تفاصيل أكثر عن سسلّمة 
الاختيار والموضوعات المتعلقة بها . 


ملخص 
النقاط الرئيسة في هذا البند يكن تلخيصها بالصيغةالتالية التي من السهل تذكرها. 
حلقة إقليدية ج حلقة تامة رئيسة © حلقة تحليل وحيد. 


ه - تفاصيل أكثر عن الحلقات الإقليدية 

رأينا أن كل حلقة إقليدية هي حلقة تامة رئيسة . وعكس ذلك ليس صحيحاء 
حيث توجد أمثلة كثيرة على حلقات تامة رئيسة لا فشكل حلقات إقليدية (مغال ذلك 
حلقة الأعداد الصحيحة للحقل (19-/) 0) ولكننا لن نحاول أن نثبت ذلك . يناقش 
مثل هذا السؤال في المرجع [1958 ,93500061] كما توجد مقدمة عن المسألة العامة 
للتحليل في الحلقات . يلاحظ أن التعامل مع الحلقات الإقليدية أسهل من التعامل مع 
الحلقات التامة الرئيسة» لذلك سنقضي معها بعض الوقت في هذا البند. توضح 
المأخوذة التالية كيف نستطيع التعرف على عناصر الوحدة في الحلقة الإقليدية . 


)١۷-٤(‏ مأخوذة 
إذاكانت ۸ حلقة إقليدية وكان *۸ ع »» فإن » عنصر وحدة إذا وفقط إذا كان 
(001 = (2)ة . 


البرهان 

إذاكان » عنصر وحدة فإن 1|»» وكذلك »|1 وبالتالي (0)1 = ()4 حسب 
الشرط الأول للحلقة الإقليدية . 

وبالعكس» نفرض أن (0)1 = (0)0 . باستخدام خاصة القسمة الإقليدية يكون 
ug +‏ = 1 حيث إما 0 = ١‏ أو (0)1 = )0 > 4)2» لكن 1 يقسم/. لذلك 
(0)1 < 000 إذاكان 0 ع7 . إذن 0 = وبالتالي نا عنصر وحدة. 


التحليل في الحلقات التامة AY‏ 


سبق أن رأينا أن كل حلقة إقليدية هي حلقة تامة رئيسة» بالإضافة إلى ذلك كل 
مثالي 1 في حلقة إقليدية يولد بواسطة أي عنصر غير صفري فيه له أقل قيمة 0. توجد 
طريقة جلية فى الحلقة الإقليدية لإيجاد عنصر مثل المذكور أعلاه من بين مجموعة معطاة 
من ورلذاك رتسي خوارزمية إقليدس (10طا3:ه3180 ههء1110ا1) ونوضحها الآن. 
نفرض أن ط ,4 عنصران من حلقة إقليدية ۸ ونفرض أن 0 ۶ 5. باستخدام 
خاصة القسمة الإقليدية نستطيع كتابة ۲+ وط = ۾ حيث إما0 = أو (0)2 > (00 . 
نحن ندعى أن (5 ,44 و ۲ ,45 تولدان نفس المثالى في . ليكن ,4 و ,7 المثاليين 
المولدين على الترتيب . لما كان” + وط - 4 فإن ر3 > 8 وبالتالي رل ح ,ل ؛ من ناحية 
أخرى ,7 وط - » = 7 ويؤدي هذا إلى أن J,‏ ع رل. علاوة على ذلك» يحصل أحد 
الحدثين التاليين : إما 0 = ” والمثالى المولد بواسطة ط ,© يولد بواسطة 6 وحده. أو نجد 
و لا اف ر ف و لمر اا وا 
في الحالة الثانية . لما كانت قيم 6 أعدادا طبيعية ولا نستطيع تخفيضها إلى مالا نهاية 
فإننا أخيرا نخفض المولد الثاني إلى الصفر . وتكون طريقة الحساب كما يلي (من الملائم 
أن نستخدم ,8 ,مط بدلا من 5 ,4 ) : 
((6)ة > Q(b,)‏ 22 رط+ يرطع ,م 
¢(P,)‏ > ,ط)ة +b,‏ رورط ع b,‏ 


وفوف وو ممم و ااا له 


=b‏ م 
وحسب ما أشرنا فإن الأزواج < .ط ,ط) جميعها تولد نفس المثالي . أخيرا 
نحصل على ,86 = ,8 + رط۸ والذي يعطينا مولدا واحدا للمثالي المولد بواسطة 
b0, P,‏ . بتطبيق هذه العملية عدة مرات» نحصل على مولد واحد من أي مجموعة 

منتهية معطاة» حيث يستبدل زوج من المولدات بمولد واحد في كل مرحلة . 
توجد طريقة أخرى مهمة جدا للنظر إلى الحسابات التي وصفناهاء باستخدام 
عوامل مشتركة عليا. 


4 الحلقات والحلقيات 


)۱۸-٤(‏ تعريف 
لتكن ۸ حلقة تامة ولتكن ,۵ ,... ,۵ عناصر من ۸ . عندئذ يسمى ۸ © 4 عاملا 
مشتركا أعلى (1920101 ۳0۵٥ء‏ 656 ع11) (يسمى أحيانا قاسما مشتركا أعظم 

: ل ( 0 ,... ,,@{ في ۸ إذا حقق الشرطين التاليين‎ ((greatest common divisor) 
1 > : >” يقسم,ه لكل‎ 4 )1( 
.4 إذا كان ۸ ع “4 وكان “4 يقسم ره لكل ۸ > 1 > 1» فإن 4 يقسم‎  )11( 

قد لا تملك مجموعة عناصر في حلقة تامة عاملا مشتركا أعلى. مع ذلك» 
إذاكان كل من *4 و ك عاملا مشتركا أعلى لمجموعة ,4 ,... ,,4) » فإنه باستخدام (نذ) 
يلاحظ أن 4 يقسم *4 وكذلك *4 يقسم 4 وبالتالي *4 -4. علاوة على ذلك » 
لكل عنصر متشارك مع 4 الصيغة ۵۷+ حيث ؛ عنصر وحدة» ويؤدي هذا إلى أنه 
عامل مشترك أعلى ل( ,4 ,... ,© . لذلك نلاحظ أن مجموعة العوامل المشتركة العليا 
لمجموعة معطاة من العناصرء إذا كانت غير خالية» هي [4]ء المجموعة التي تحوي 
العناصر المتشاركة مع عامل مشترك أعلى معين 4. نرمز لمجموعة العوامل المشتركة 
العليا لزوج من العناصر ط ,4 بالرمز (ط ,ه)ء آخذين في الاعتبار أن هذه المجموعة 
تحوي غالبا أكثر من عنصر . ونشير بالمناسبة أن التعبير «الأعلى» يعني الأعلى بالنسبة 
إلى الترتيب الحزئي لفصول التكافؤ للعناصر المتشاركة والمقدم في (5-5). 


)١9-4(‏ مأخوذة 
توجد عوامل مشتركة عليا لأي مجموعة غير خالية لر .... و 0) من عناصر 
حلقة تامة رئيسة . يكون عنصر 4 عاملا مشتركا أعلى ل ره .... ,©) إذا وفقط إذا 

44 
کان ه۸ = ۸۵ر .كن التعبيز عن كل عامل مكتترك أغلى له .نس ©) 


i=] 


n 
.7, € ۸ بالصيغة ره :8 » حيث‎ 


i=] 


التحليل قي الحلقات التامة A٥‏ 
البرهان 


7 
يلاحظ أن 4 = ;»۸ » حيث ۸ »ع 4 وذلك لكون ۸ حلقة تامة رئيسة . لما 


i= 


n 
4 كانت ۸4 © ,۾ فإن 0 يقسم ره لكل ۸,... ,1= . من ناحية أخرى ;۸۵ء‎ 


i=] 


n 
لذلك إذاكان ۸ © 4 وكان 4 يقسم ,4 لکل‎ .7, ٤ ۸ حيث‎ » 4= 3١7: وبالتالى به‎ 


i=] 
فإن 4 يقسم 4 . لذلك فإن أي عنصر 4 مولد للمثالي ;»۸,< عامل مشترك أعلى‎ 1 
i=] 
ولا كانت العوامل المشتركة العليا متشا ر كة مع بعضهاء وكانت العناصر‎ . 4.,3 


)٠-٤(‏ نتيجة 

إذا كانت ۸ حلقة إقليدية » فإن تطبيق خوارزمية إقليدس على عنصرين ١,‏ رط 
في ۸ يقود إلى عامل مشترك أعلى للعنصرين ١,‏ ,مط . 

يلاحظ أنه لو استخدمنا خوارزمية إقليدس من الأسفل إلى الأعلى فإنه يكن 
التعبير عن ,8 كتركيب خطي للعنصرين ,5 ,رط إذا رغبنا ذلك . 


أمثلة محلولة 
-١‏ احسب عاملا مشتركا أعلى لكثيرتي الحدود 
Q[x]‏ ء 2-عرب+تر , 4x-7‏ + 22+ 
ع يي ا ل بر او وا واي SE‏ 
الحدود ذات الدرجات العليا. الآن: 


7” + 2 + 4x - 7 = ×7 + سير‎ 2 + X7? + 62-7 


41 الحلقات والحلقيات 


x + 6-7-1022 +× -2( + 52-5‏ 
ويؤدي هذا إلى أن: 
2x + 4x - 7 = 7 + × -2( )x + 1( + 52-5‏ + × 
کف الیک ززفية (قليويى و ا مي 
)+× )(5-»5) = 2- »+ 
5 9 


الباقي الآن صفرء وبالتالي 5 - ×5 (أو العنصر المتشارك معه 1 -×) عامل 

مشترك أعلى لكثيرتى الحدود المعطاتين . 
۲ افك ان ee E‏ فا أ ان GU‏ 

7 + 11 و 71 + 3 فى هذه الحلقة . 

نعلم أن حلقة أعداد جاوس ۸ هي الحلقة الحزئية (1 > ط ,ه : فط + ©) من €. 
إذا كان ۸ ع اط + ۾ = م نعرف 57 + 42 = || = (7) حيث | | هي القيمة المطلقة 
للعدد المركب . يلاحظ أن (0)5 ”)4 = (4)55 وبالتالى الشرط الأول من شروط 
الحلقة الإقليدية متحقق . 1 

حتى نتأكد من تحقق الشرط الثاني من شروط الحلقة الإقليدية» نفرض أن 
8 © 5 ,۾ حيث 0 ± 5 ونعتبر العدد المركب 5 /4. نستطيع الآن أن نفكر في عناصر ۸ 
كنقاط إحداثياتها أعداد صحيحة في المستوى المركب ونقسم المستوى المركب إلى 
مربعات أطوال أضلاعها 1 بطريقة عادية» فتكون رؤوس المربعات عناصر ۸. يقع 
العدد المركب 6/5 داخل أو على حدود أحد هذه المربعات ؛ لما كان طول قطر المربع 
يساوي 0/2 فإنه يوجد رأس مربع يبعد بمسافة تقل عن أو تساوي ١/2/2‏ من 0/ه 
(انظر الشكل) . نفرض أن ب هو ذلك الرأس» عندئذ يكون 1 > 5/2/2 إو - (ط/ه)لء 
وبوضع 4ط -ه = 0 يكون ۲ + وط = 4 وأيضا 

اذا < la - bal = || (a/b) - q|‏ = اما 
وبالتالي 
|r} < |b} = ¢(b)‏ = )0(7 

ويحقق هذا الشرط الثاني من شروط الحلقة الإقليدية . 


التحليل في الحلقات التامة AY‏ 


X+y+1)i 


(x+1) + yi‏ +× = ۾ 

سنستخدم الآن خوارزمية إقليدس لكي نجد عاملا مشت ركا أعلى للعنصرين 
7+ 11و 7+ 3. نلاحظ أن: 

(11 + 7i)/(3 + 7i) = (11 + 7(3 - 72/58 = (82 - 56/58 

العنصر الأقرب فى ۸ لهذا العنصر هو - 1. لذلك: 

)1( ۰ 38+ 1) + ق - 7301 + 3( = 7i‏ + 11 
هي الخطوة الأولى في خوارزمية إقليدس . بعد ذلك : 

۰ 30 عازه عدم دوه لوجم 


24-0 = 
والعنصر الأقرب له في ۸ هو 2 . لذلك تكون الخطوة الثانية في خوارزمية إقليدس هي : 
)2( 1 120 1ه ١‏ 
وأخيرا 
)3( + 0)2 + 1) = )3 + 1( 


وبالتالى ¡ + 1 هو عامل مشترك أعلى للعنصرين 71+ 3و7 + 11. 
مک ایر عن 1 کک خا 38711 و7 کا 

بن ا(0 ب ان ۰ 

û) = )3 + 77( - )1 + 3.2‏ + 1( 
ونعوض عن 31 + 1 من المعادلة (1) فنحصل على : 
+i=-2(11 + 78 + )3 - 2203 +78‏ 1 

ملاحظة 

لقد سبق أن لاحظنا أن [×]× حلقة إقليدية إذا كان ۸ حقلاء وبصفة خاصة 
[]0) حلقة إقليدية . أيضا: 

حلقة إقليدية > حلقة تامة رئيسة ج حلقة تحليل وحيد. 


AA‏ الحلقات والحلقيات 


من الطبيعى أن يثار السؤال: هل حلقات كثيرات الحدود» بصورة عامة» تمثل 
تلقانت ق ع ا ا ا ا ت تامةارقيسة (انظر 
التمرين ۸)» (وبالتالي ليست حلقة إقليدية). من ناحية أخرى» توجد مبرهنة مهمة 
كاوس غ إذا كانت ۸ حلقة تحليل وحيد فتكون كذلك الحلقة [×]۸ حلقة 
تحليل وحيد» وإذن [×]2 حلقة تحليل وحيد» وهكذا أيضا (باستخدام الاستقراء على 
#) تكون حلقة كثيرات الحدود 

K{x, , ...,[ = (K(x, =, x, (لنا‎ 

| لن نثبت هذه النظرية حيث لا نحتاج إليها في هذا الكتاب . بالرغم من أن برهان 
هذه النظرية طويل لكنه ليس صعبا بشكل خاص » يستطيع القارئ الذي يرغب في 
الإطلاع عليه الاستفادة» مثلاء من المرجع [1951 ,«0وطاهعة[] صفحة ٠۲١‏ . 


تمارين على الفصل الرابع 
١‏ - أوجد أعدادا صحيحة 5 ,© بحيث إن 1 = ط25 + 174 . 
؟ - في حلقة أعداد جاوس ۸» أوجد عاملا مشتركا أعلى للعنصرين ¡i‏ - 5 = ۾ 
و21 -2 = ظط وعبر عنه بالصيغة 58 + 76» حيث ۸ ٤‏ 5 ,7. اعمل نفس الشىء 


للمجموعة (21 + 3 ,1 + 2) . 
- فی [×]0. أوجد عاملا مشتر کا أعلى لكثيرتى الحدود 
xX + 2x + 2x +1, X2 +x +2‏ 


وتم ف اة اعد اها وني غ 1ت1 و26 27 كعاطان خو غا 
أولية . أوجد عناصر الو حدة فى هذه الحلقة . 
© - أثبت أنه فى الحلقة [:]:) كل كثيرة حدود غير قابلة للتحليل تكون خطية» وأن 
كل كثيرة حدود غير قابلة للتحليل في [2] 3[ تكون خطية أو تربيعية . 
5 - لتکن (1 ٤‏ 5,ه : ك-ل. 5 + ۾) = ۸. أثبت أن 
(5-/+2)1 و (5-/ہ - 1) (5-ل. + 1) = 6 
ليس لهما عامل مشترك أعلى في ۸. 
(إرشاد: أثبت أن أي عامل مشترك أعلى يكون معياره يساوي 12). 


¥ 


م - 
4- 


- ١١ 


~۲ 


التحليل في الحلقات التامة ۸۹ 


أثبت أن الحلقتين (1 > ظط ,ه : 2-/ءط + ه) و (1 ع ط,ه :سط + »ه) حيث 
0 ح بان مع العمليات الاعتيادية هما حلقتان إقليديتان وأوجد عناصر 
الوحدة فى هاتين الحلقتين (انظر برهان حلقة أعداد جاوس) . 

ثبت أن [×]1 ليست حلقة تامة رئيسة وذلك باستخدام المثالي 7 المولد ب × و2. 
لتكن ۸ حلقة تامة . آثبت أنه إذا كانت ۸ حلقة تحليل وحيد» فإن كل زوج من 
عناصر ۸ له عامل مشترك أعلى . أعط مثالا يوضح أنه قد لا يمكن التعبير عن 
هذا العامل المشترك الأعلى كتركيب خطي للعنصرين (اللذين هو عامل مشترك 
أعلى لهما). كذلك (وهذا أصعب) أثبت أنه إذا كانت ۸ تحقق شرط وجود 
التحليل من شروط حلقة تحليل وحيد وكان كل زوج من عناصر ۸ له عامل 
مشترك أعلى» فإن كل عنصر غير قابل للتحليل في ۸ يكون أوليا . وبالتالي 
فإن ۸ حلقة تحليل وحيد. 

لتكن 5 ح ۸ حلقتين تامتين رئيستين» وليكن ۸ © ١‏ ,4 و4 عامل مشترك 
أعلى لهما في . أثبت أن 4 عامل مشترك أعلى لهما في 5.. 

يقال عن حلقة تامة ۸ إنها تحقق شرط السلسلة التصاعدية (ascending chain‏ 
(01100ته» على المثاليات (أو تسمى حلقة نويثرية» نسبة إلى العالمة الرياضية 
البارزة rرNoethe Emmy‏ (۱۸۸۲ - 4))19176, إذا حققت ما يلى : 

إذا أعطيت سلسلة تصاعدية ... > رل > ,ل من مثاليات ۸ء ا 
صحيح ” بحيث إن ... = ل = ,7 أثبت أن كل حلقة تامة رئيسة هي حلقة 
نويثرية» وكل حلقة تامة نويثرية تحقق شرط وجود التحليل من شروط حلقة 
تحليل وحيد. 

لتكن ۸ حلقة تامة رئيسة» وليكن *۸ © 7. أثبت أن الشروط التالية متكافئة : 
() «عنصرأولي. 

(1) «عنصر غير قابل للتحليل . 

(1ن) ۸م مثالي أعظمي في الحلقة ‏ (انظر التمرين ٠١‏ في الفصل الثاني) . 
RR (iv)‏ حقل . 

(۷) Rم/R‏ حلقة تامة. 


۹۰ الحلقات والحلقيات 


۳ - لتكن ۸ حلقة تامة رئيسة» 5 حلقة تامة» وليكن 5 ج ۸ :0 تشاكلا غامرا. 
أثبت أنه إمام تماثل أو ك حقل . 

.۸ لتكن ۸ حلقة إبدالية بمحايد . أثبت أنه يوجد تشاكل غامر من [×]۸ إلى‎ - ٤ 
. استنتج أن [×]۸ حلقة تامة رئيسة إذا وفقط إذاكان ۸ حقلا‎ 


(لنس اس 


الحلقيات 


سنقدم في هذا الفصل المفهوم المركزي في هذا الكتاب وهو مفهوم الحلقية على حلقة . 
سيتم وضع بعض الأسس الجحبرية للحلقيات - من تعريف البنية إلى دراسة البنى احزئية 
والتشاكلات وبنى القسمة وإعطاء كثير من الأمثلة . سيلاحظ القارئ أن هذه الطريقة 
بداية مهمة لتسهيل الصعوبات التي ستواجهنا ونأمل ألا يخيب رجاؤه إذا لم يتم إثبات 
مبرهنات تتميز بعمق النتيجة وحذاقة البرهان في هذه المرحلة . 


١‏ - تعريف الحلقية على حلقة 

الحلقية بنية متعددة الاستعمالات وتظهر في كثير من الأشكال غير العادية» 
ولها قدرة على توضيح الميزات المهمة لأنواع واسعة من البنى الرياضية . وتتميز بوجود 
تطبيقات لها في كثير من الفروع الرياضية من نظرية الزمر إلى التبولوجياء كما أنها 
أداة لا يمكن الاستغناء عنها في فروع معينة من الرياضيات . وهي تزودنا كذلك بلغة 
وطريقة» للنظر إلى الأشياء؛ تختصران المفاهيم وتعبران بجمالية عنها وتوضحان 
وحدة الرياضيات . فى حالة تبيان أن ذلك مقدمة لدعاية عن فكرة رياضية جديدة» 
نان يي أن ترم أن السلوات الها عيوب غابة؛ مثل غياب مبرهنات ذات عمق 
حقيقي » كما أنها تحتاج إلى جهد كبير لكي يتم الحصول على نتائج مفيدة في حالات 
خاصة. وسنترك ذلك للقارئ كي يحكم بنفسه . 


4١ 


۹۲ الحلقات والحلقيات 


تظهر فكرة الحلقية عند محاولة دراسة الجبر ا لخطى على حلقة بدلا من حقل . 
I O O‏ 
الموجودة في الجبر الخطي» وفي نفس الوقت سنشير إلى تحذيرات واضحة عندما لا 
حفن فير هنات معينة أ وعندما ناج إلى تحسيدات» يستلزم التعميم تضحية › لذلك 
سيتم التخلي عن الترتيب الرائع في إثبات مبرهنات الفضاءات المتجهة» وستكون 
المبرهنات مشروطة بكلمات مثل «إذا» و «لكن». ومع ذلك فإن المردود من عملية 
التصويب هذه سيظهر في الجزء الثالث من الكتاب» والذي سنحصل فيه على بعض 
النتائج المحددة التي تتعلق بالبنية في مواضيع الزمر الإبدالية والمصفوفات اعتمادا على 
النتائج العامة في الحلقيات . 

سنفترض أن القارئ متمكن بشكل مناسب من الجبر الخطي » وسيتم التأكيد 
على النتائج المألوفة في هذا الموضوع أثناء دراستناء ونسترجعها باستخدام الحقل كحالة 
خاصة من الحلقة» لذلك يتم تقدم القارئ في هذا الكتاب على مستويين» وذلك من 
الحالة الخاصة إلى الحالة العامة ثم إلى ال حالة الخاصة مرة أخرى (وهي قاعدة راسخة 
في تعلم الرياضيات) . 

تستخدم حلقيات على حلقة بمحايد في هذا الكتاب. ونأل سرض انكل 
الحلقات حلقات بمحايد» إلا إذا ذكر العكس . 


)١1-5(‏ تعريف 
ا حلقية على ا حلقة ا ل 
ستعتبر جمعية) مع تطبيق من ۷1 × ۸ إلى 1 يرسل (771) إلى 71 7 ويحقق يحقق الشروط 
التالية : 
و1“ + ,70" ع r(m, + m,)‏ 
0 71 ع 1زم + (r‏ 
(r, r)m =r (rm)‏ 


lm ح‎ 


. 0, 111 © M1 ولكل‎ 1۲ ۲, € R لكل‎ 


الحلقيات 3 


إذا سمي ما عرف أعلاه حلقية يسرى على الحلقة ۸ سيكون أكثر دقة . ويو جد 


تعريف مشابه للحلقية اليمنى حيث تكتب عناصر ۸ على اليمين . في بعض الأحيان» 
كرك هناك اة إلى المي معا SS‏ زنك 
سيكون التركيز على الحلقيات اليسرى . يفضل بعض المؤلفين حذف الشرط الرابع 
ولكننا سنضيفه دائما. 


ملاحظات 


ا 


أول ما يلاحظ فى الشروط السابقة للحلقية أنها نفس شروط الفضاء المتجهء 
والفرق الوحيد هو أنه يسمح لما يسمى بالعوامل بالانتماء إلى حلقة بمحايد بدلا 
إلى أي كتاب في موضوع الجبر الخطي) . 
لتكن 14 حلقية على ۸. لكل عنصر ” ينة ينتمي إلى ۸» نعرف التطبيق 
MH‏ ج M4‏ : (0)7 بالقاعدة 
rm (0‏ = (0)(م) 6 

يوضح الشرط الأول من شروط الحلقية أن (0)7 تشاكل ذاتي للزمرة 
الإبدالية 24. لذلك6 تطبيق من ۸ إلى 1500/4 (التي تشكل حلقة بالنسبة للجمع 
النقطي وتركيب التطبيقات كماتم توضيح ذلك في مثال حلقة .)٠١‏ يوضح لنا 
الشرطان الثاني والثالث أن هذا التطبيق هو تشاكل حلقات كما يوضح الشرط 
الرابع أن0 يرسل محايد ۸ إلى محايد ۴1۵۸ . 

وبالعكس » نفرض أن 14 زمرة إبدالية وأنم تشاكل حلقات من حلقة ۸ 
إلى E۸۵۸۷‏ يُرسل محايد ۸ إلى محايد //1800. نستطيع أن نستخدم المعادلة 
(*) لتحويل 34 إلى حلقية على ۸. سنترك للقارئ التأكد من أن الفرضية 
السابقة ستجعل شروط الحلقية الأربعة متحققة . 
إلى حلقة التشاكلات الداخلية لزمرة إبدالية . لذلك فهما طريقتان لرؤية أو 
وصف نفس البنية . 


۹٤ 


0 


الحلقات والحلقيات 


نذكر أخيرا بعض النتائج البسيطة والمفيدة لتعريف حلقية 14 على ۸: لكل 
eR‏ مو كة ء ” يلاحظ أن : 
0,m = O, (i)‏ 
FO = O, (ii)‏ 
(Fm = - (r mM) = r(- m) (iii)‏ 

يمكن التأكد من هذه النتائج بسهولة باستخدام شروط الحلقية بنفس 
الطريقة كما في برهان مأخوذة .)5-١(‏ 


أمثلة 


5 
ب 


يلاحظ أن أي فضاء متجه على حقل × يشكل حلقية على £ . 

يمكن اعتبار أي زمرة إبداليه 4 كحلقية على ,7 بطريقة طبيعية . حيث لو كتبت 4 
كزمرة جمعية» فإننا لاحظنا في بداية الفصل الثاني كيف تم تعريف التطبيق 
>« جه (» ,۸) من 4 × 7 إلى 4 وقد أشير إلى تحقيق هذا التطبيق شروط ال حلقية 
الأربعة. 

كل حلقة (بمحايد طبعا) يمكن التفكير فيها كحلقية على نفسها . نعتبر الزمرة الجمعية 
۸ للحلقة ۸ كزمرة جمعية ونعرف التطبيق *۸ ج *1 × ۸ ب ٣8‏ جه (5”). في هذه 
الحالة تكون المجموعتان ۸ و 14 هما نفس الشيء» ولن يسبب هذا أي صعوبة 
تذكر . يتحقق الشرطان الأول والثاني من شروط ال حلقية من قانوني التوزيع 
ويتحقق الشرط الثالث من خاصية التجميع بينما الشرط الرابع ماهو إلا خاصة 
المحايد للحلقة ۸. عندما نريد أن نؤكد على كون ۸ حلقية (يسرى) على ۸ 
بدلا من كونها حلقة» نوضح ذلك بأن نرمز لها بالرمزخ1ج . لذلك توجد ثلاث 
طرق للنظر للحلقة - كحلقة وكزمرة جمعية إبدالية وكحلقية على نفسها. 
ويلاحظ أنه في كثير من ا لحالات تكون الطرق الثلاث لتصور الحلقية مهمة في 
نفس الوقت . 

لقد رأينا كيف نستطيع النظر إلى فضاء متجه ۷ على حقل £ كحلقية على ۸ . 
إذا أعطينا تحويلا خطيا من ۷ إلى نفسه» فإنه يكن جعل ۷ حلقية على .K]×[‏ 


الحلقسيات ۹0 


لكي نوضح ذلك سنذكر أولا بعض الحقائق الأولية حول التحويلات الخطية . 
إذا كان ,0 تحويلين خطيين من ۷ إلى ۷وکان ۸ ع 2» فتعرف التطبيقات 
0 ,08 ,6 +» من ۷ إلى ۷ كما يلي : 
a(v) + B(v)‏ = («معزمق (a+‏ 

(0B)(v) = a(B(v)) 

(AQ)(v) = A(@(v)) 
حيث ۷ متجه اختياري من ۷ . يمكن بسهولة إثبات أن كلا من هذه التطبيقات‎ 
مجموعة كل‎ ۴٥۵۷ يمثل تحويلا خطيا ل ۷ وأن العمليات الموضحة تجعل‎ 
التحويلات الخطية ۷1 . جبرية على الحقل ۸ (انظر نهاية الفصل الثالث) . لذلك»‎ 
م » فان‎ e K[zx] وكان‎ EndV يرمز لمحايد‎ 7 »0: e 820177 إذا كان‎ 

i=0 

العنصر 07 0 + ... + :0 © + 043 عنصر حسن التعريف من 81۵۷ . نرمز له 
بالرمز (00)/. تأثيره على عنصر اختياري ۷ من ۷ (حسب تعريف العمليات في 
82017) معطى كما يلي : 


1 )00)00( = ay + a KV) + ... + © 07 00( 


O"(v) = Q(C(...(@(v))...)) 

وحيث 0 مكررة # من المرات . 

الآن لیکن » عنصرا ثابتا في 8۸۵۷ . نحصل على تطبيق من ۷ × [×]۸ 
إلى ۷ بتعريف 

fv = ])0000( 

حيث [×]۸ ج / و ۷ © ١‏ وندعي أن هذا التطبيق يجعل ۷ حلقية على K]×[‏ . 
سنتأكد من ذلك بالتفصيل لأن الحلقيات من هذا النوع ستؤدي دورا مهما في 
ا لجزء الثالث من الكتاب . وتكون الطريقة الأبسط في التحقق باستخدام 
«الخاصة الشاملة لحلقات كثيرات الحدود»ء الموضحة في تمرين (؟١)‏ من تمارين 
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الحلقات والحلقيات 


الفصل الثالث . نلاحظ أن التطبيق (0)/ ج , هو تشاكل حلقات من [×]۸ 
إلى 80017 وبالتالي فهو يجعل ۷ حلقية على K]×[‏ بنفس الطريقة الملوضحة في 
ملاحظة ۳ المذكورة أعلاه . ومع ذلك» إلى الذين يرغبون التحقق فإننا سنعمل 
ذلك بالحساب المباشر . 


الشرط الأول: 

(حسب التعريف) +v) = f(D, + vy)‏ مام 
(لأن 7)00 تحويل خحطي) (,:000)] + (7)0000 2 = 

(حسب التعريف) ولا + م 


الشرط الثاني: 
n 0‏ 1 7 
نفرض أن 3b; x‏ =£ و هر = عنصران من [×]۸ (حيث قد 

i=0 i=0 
تكون بعض المعاملات صفرا)» ونفرض أن ۷ © ۷. عندئذ يكون‎ 

f +8 = (a; + د(رط‎ 

i=0 
وبالتالي‎ 
(f + ره) 3 = بازع‎ +b) )v( 


i=0 
ت‎ Ya; (v)+ (م) ;ظ3‎ 
i=0 i=0 
= fv + gr (حسب التعريف)‎ 


الشرط الثالث: 
باستخدام نفس الرموز نلاحظ أن 


الحلقيات ۹۷ 


i+ دز‎ 
: وبالتالي‎ 
2n 
(fg) = 1 $3 (حسب التعريف) 2ط‎ 
k=(0\ i+ در‎ 
= (aa (| 3 
i=0 
= 7000 (g(@)(v)) 
= f(gv) 
. الشرط الرابع: مباشر‎ 


يلاحظ أن البناء يعتمد أولا على تحديد © معينة . وتؤدي تحويلات خطية 
مختلفة من نوع » إلى تطبيقات مختلفة من ۷ × [»]۸ إلى ۷ وبالتالي إلى 
حلقيات مختلفة . نتكلم عن الحلقية على [:]16 التي بنيت - كما وضحنا أعلاه 

- كحلقية على [×]۸ بنيت من ۷ بواسطة :0 . 
٥‏ - إذا كانت 4 أية زمرة إبدالية» فإن المجموعة 5800/4 يكن أن تعطى بنية حلقة 
كما في مثال حلقة .)٠١(‏ وتصبح 4 حلقية على 8204 إذا عرفنا (040 = مه 


لكل 4 e‏ ۾ ولكل 04ص € 0 . 


؟ - الحلقيات الجزئية 
الحلقية الحزئية (51112001016) من حلقية 1۷1 على ۸ هي مجموعة جزئية ۸ من 
4 بحيث إن قيد عمليات 14 على ١‏ يجعل N‏ حلقية على ۸. هذه العمليات من 
نوعين . عمليتا الزمرة الإبدالية +» - وعملية الضرب من اليسار بعناصر ۸. لذلك 
نحصل على التعريف : 


۹۸ 


الحلقات والحلقيات 


(۲-۵) تعريف 


من ۸ 


لتكن 4/! حلقية على ۸. نقول عن مجموعة جزئية من ۷1 إنها حلقية جزئية 
إذا حققت الشرطين التاليين : 

() اتشكل زمرة جزئية من 11 . 

.nE€N 7ولكل‎ eR لكل‎ ١ 8 ع‎ N (ii) 

يقول الشرط الثاني إن التطبيق 14 د 1 × ۸ الذي يعطي بنية الحلقية ل ۸ 


يرسل 227 إلى /2. من الواضح أن شروط الحلقية الأربعة تتحقق» وبالتالي فإن 7/ 
حلقية على ۸ . النتيجة التالية مباشرة . 


(ه-") مأخوذة 


ع 


إذا كانت 11 حلقية على ۸» فإن أية مجموعة جزئية ا( من ااتكُون حلقية 


إذا وفقط إذا كان 


.OeN 0(‏ 
(iD‏ لالع يم- م جه لاله .nyn‏ 


.nEN,reRSDrneN (iD 


أمثلة 


-١ 


لكل حلقية 84 على حلقيتان جزئيتان هما (0) و 1 . 


۲ إذا كانت 4 زمرة إبدالية معتبرة كحلقية على 1 كما هو موضح سابقاء فإن 


الحلقيات الجزئية من 4 هي بالضبط الزمر الجزئية . ذلك لأنه إذا كان 7 © ۸ 
وكان 4 ع ۾» فإن 

na = F(a + ... + ©(‏ 
مع || من المرات من ©. وهذا ينتمي إلى أية زمرة جزئية تحوي 4 . 
فى فضاء متجه» على حقل £» إذا اعتبر حلقية على فإن الحلقيات الجزئية 
حى یات ر 


الحلقسيات 14 


٤‏ - إذا كانت ۸ حلقة إبدالية بمحايد» فإن الحلقيات الجزئية من م هي بالضبط 
مثاليات الحلقة ۸. تسمى الحلقيات الجزئية من »» في الحالة غير الإبدالية» 
المثاليات اليسرى ل8» ولكن لن نحتاج إلى الإشارة إليها في هذا الكتاب . 

۷ نفرض أن ۷ فضاء متجه على الحقل 1» ونفرض أن ۴۸۵۷ > :0 ونجعل‎ - ٥ 
.K]×[ بواسطة © . نفرض أن لا حلقية جزئية من ۷ على‎ K]×[ حلقية على‎ 
عندئذ بالأخذ في الاعتبار تأثير كثيرات الحدود الثابتة» نرى أن لا يجب أن‎ 
يكون فضاء جزئيا من ۷ . بالإضافة إلى ذلك لما كان ا مغلقا تحت تأثير الضرب‎ 
ب فإننا نحد أن:‎ 

ف a(U) c U‏ 
وبالعكس» أي فضاء جزئي لا من ۷ يحقق (*)» يحقق أيضا : 
U‏ ع (0000 © + ...+ ayy + a, Q(v)‏ 
لكل ۸ ع ,ه. ولكل 0 > «» وبالتالي فإن 0 حلقية جزئية على [×]۸ من ۷ . 
في الجبر ا لخطي» يسمى الفضاء الجزئي» الذي يحقق (*)ء بفضاء جزئي لامتغير 
)invaria6(‏ بالنسبة إلى » » لذلك فإن الحلقيات الحزثية من ۷ المعتبرة كحلقيات على 

. ۷ بواسطة :0 . هى بالضبط الفضاءات الحزئية اللامتغيرة بالنسبة إلى 0 فى‎ K]×[ 
يستطيع الغا أن يتأكد بسهولة باستخدام المأخوذة (4-”) أن تقاطع أي‎ 

مجموعة غير خالية من حلقيات جزئية من حلقية 11 على ۸ يكون حلقية جزئية من 

1. ويعطينا هذا مبررا لتعريف الحلقية الجزئية المولدة بواسطة مجموعة جزئية من 11 . 


)٤-٥(‏ تعريف 

إذا كانت × مجموعة جزئية من حلقية على ۸ فإن ا حلقية ا جزئية من ۷ 
ا مولدة بواسطة ×هى أصغر حلقية جزئية من 1! تحوي لا . 

يلاحظ أن التعريف له معنى لكون تقاطع كل ا حلقيات الجزئية من 16 التي تحوي 
× هو نفسه حلقية جزئية تحوي × وهي الأصغر بين هذه الحلقيات الجزئية . لكي نصف 
هذه الحلقية الجزئية بشكل أكثر وضوحا نحتاج إلى أن نقدم بعض الرموز . 


١١و‎ 


الحلقات والحلقيات 


تسرمسيز 


-١ 


n 
=| ais eS, x; eX, ادم‎ 
احز‎ 


التي تتكون من كل المجاميع المنتهية من عناصر على الشكل × حيث 5 © 5 
و × > . لذلك فإن ×5 مجموعة جزئية من 341. إذا كانت ۸1 هي ي فإن × 
وى مجموعتان جزئيتان من ۸ وحاصل الضرب 5 المعرف أعلاه هو نفس 
حاصل الضرب على اعتبار أن 5 و × مجموعتان جزئيتان من ۸ (انظر بداية 
الفصل الثاني). يلاحظ أن ×5 مغلقة تحت تأثير الجمع حسب تعريفها. إذا 
كانت × زمرة جمعية جزئية من 14 فإن × تحوي الصفرء وبالتالي عند اختيار 
عنصر 5 من المجموعة غير الخالية 5» نجد أن ×5 يحوي 0 = 50. أيضا غ51 
يحوي (:د-)ر35 = (,5) - لأن ل > ,× -. وبالتالي فإن ×5 زمرة جزئية 
من 24 في هذه الحالة. بالمثل إذا كانت 5 زمرة جزئية من *8» فإن 576 تكون 
زمرة جزئية من /1. 

عندما تكون × أو 5 مجموعة تحوي عنصرا واحداء سنكتب 5 بدلا من 
56 » ونكتب ×5 بدلا من (*54. يستطيع القارئ أن يتأكد من أن التقارير 
التالية صحيحة . 
() إذاكانت × زمرة جمعية جزئية من 1 فإن × 6 × : :<ى) = جك . 
(1) إذاكانت 5 زمرة جزثية من *۸ فإن (5 ع 5 : +«ى) = ×ک. 
(11) إذا كانت ۸>؟. فإن ×5 تكون حلقية جزئية من /1. 
سبق أن عرفنا مجموع مجموعات جزئية من حلقة» ويمكن تعريف مجموع 
مجموعات جزئية من حلقية على ۸ بطريقة مشابهة . فإذا كانت ,سآ ,... ,1 
مجموعات جزئية غير خالية من حلقية 84 على 21 فإننا نعرف 


n 
SJL; = L +: + Ly, = {1 + “+l il eL;} 
i=1 


1۰١ الحلقيات‎ 


حيث نفرض أن 1 < ۸. ويكون هذا الترميز ذا أهمية خاصة عندما تكون كل 
من ,رآ حلقية جزئية . 


(ه-ه) مأخوذة 


لتكن 1 حلقية على ۸. 


n 
. 1 إذا كانت ,1 ,... ا حلقيات جزئية من 1(1 < 2) فإن 1 < حلقية جزئية من‎ 


(i) 
=1 

6 اذاكانت +[ مجموعة غير خالية من 041 فإن :17 هى الحلفية ا حزقية من 31 
SE‏ ۰ 

Me EEE NE OED 
RX = كلا‎ Rx, فإن‎ 

i= 

البرهان 

0© انعرك يهان هده افق غار 

(31) سبق أن تحقق القارئ كون ×۸ حلقية جزئية من 14 حيث إن الحلقة ۸ مثالي في 
8. إذا كان × ع بد فإن ×۸ > ×1 = ×» وبالتالى فإن ×۸ تحوي ×. بالإضافة 
إلى ذلك» كل حلقية جزئية من 1 تحوي ×يجب أن تحوي كل عنصر 
c(rEeR,xe K)rx‏ وبالتالي تحوي كل مجموع منته لل هذه العناصر» فهي 
إذن تحوي ×۸. لذلك فإن ×۸ هى أصغر حلقية جزئية من ۸1 تحوي ×. 

(ن0 سبق أن رأينا أنه إذا كانت 24 > ء فإن (۸ € » : +دم) = ×۸. وإذن» من 


n 
.7, € ۸ حیث‎ 7 + ... + ٣,۸, التعریف› ;×۸ < تتكون من كل العناصر‎ 


i=} 
لكن من تعريف ×۸ نستطيع التعبير عن أي عنصر في ×۸ بهذه الصيغة بعد‎ 
إعادة تجميع الحدود» إذا لزم الأمرء واستخدام الشرط الثاني من شروط‎ 
الحلقية. إذن ×۸ = :8 < كماهو مطلوب.‎ 


i=] 


1۰۲ الحلقات والحلقيات 


(-5) تعريفان 

يقال إن ا حلقية على ۸ مولدة نهائيا (618+160ءع- لإآعاذطة) إذا أمكن توليدها 
بواسطة مجموعة منتهية من عناصرهاء ويقال عنها إنها دوروية (©ذكله) إذا أمكن 
توليدها بواسطة أحد عناصرها . 

من المأخوذة (0-0) تكون 14 مولدة نهائيا إذا وفقط إذا وجدت مجموعة منتهية 
من العناصر 14 © ,× ,... × بحيث إن كل 1 © × يمكن التعبير عنه «كتركيب خحطي» 


n 
»1// = ۸× به = × للعناصر ,× حيث ۸ » ,7. تكون 1 دوروية إذا وفقط إذا كان‎ ×, 


i=] 


لعنصر ما۷ ع ×؛ أي أن كل عنصر من 14 يكون على الصيغة × ۲ حيث ۸ © ۲و × 


أمثلة 

-١‏ نفرض أن ۷ فضاء متجه على حقل ۸. إن ۷ يكون مولدا نهائيا كحلقية إذا 
وفقط إذا كان ۷ كفضاء متجه على ۸ ذا بعد منته ويكون دورويا إذا وفقط إذا 
كان 0 = din۷‏ أو 1 = متتل . ١‏ 

؟ - نفرض أن 4 زمرة إبدالية . إن 4 تكون مولدة نهائيا كحلقية على 7 إذا وفقط إذا 
كانت 4 مولدة نهائيا كزمرة» وتكون 4 حلقية دوروية على 7 إذا وفقط إذا 
كانت زمرة دوروية. 

١ - *‏ نفرض أن ۸ حلقة إبدالية بمحايد ونفرض أن 1 حلقية جزئية من ۸ . إن 15> 14 
كما رأينا. تكون 14 حلقية جزئية دوروية من م إذا وفقط إذا كان ۷ مثاليا 
رئيسيا في ۸ . وبوجه خاص ۸ = الى حلقية دوروية على ۸ . 

سيتم التحدث أكثر عن هذه المفاهيم مستقبلا . 


۳ - التشاكلات وحلقيات القسمة 
(ه-/) تعريف 
لتكن او N‏ حلقيتين على ۸» يقال عن تطبيق ١7‏ ج 0:14 إنه تشاكل (وبشكل 
أكثر دقة تشاكل حلقيات على ۸ أو تشاكل على ۸) إذا حقق الشرطين التاليين : 


الحلهقيات 1۳ 


6 0, + m,) = 0(m,) + 0(m,) 
0(r m) =r 0(m) 


لكل ۷1 ع ,11 ۸ ,71 ولكل FR‏ € 7. 


ملاحظات 


2 


¬ 


€ 


لاحظ أن 14 و N‏ حلقيتان على نفس الحلقة. لا نستطيع أن نعرف تشاكل 
حلقيات بصورة معقولة من حلقية على 8# إلى حلقية على 5 عندما تكون ۸ و5 
يعرف كل من التشاكل المتباين والتشاكل الغامر والتماثل في الحلقيات بنفس 
الطريقة التي عرف بها في الزمر والحلقات . 


إذا كانت 74 و ١‏ حلقيتين على 8 فإن التطبيق الصفري الذي يرسل كل عنصر 
من 1 إلى 0 تشاكل حلقيات على . كذلك التطبيق المحايد على 14 تماثل 
ذاتى على ۸ . 
لتكن 4 و 8 زمرتين إبداليتين معتبرتين كحلقيتين على 2ء عندئذ فإن التشاكلات 
على من 4 إلى 8 هي التشاكلات من 4 إلى 8 كزمرتين . 
دكن سكي a‏ إن التشاكلات الداخلية ل ۷ على هى 
التحويلات الخطية من ۷ إلى نفسه . ولتدمون اذو ذا نيان امهو ةن 
۷ . يفضل أن يستخدم الرمز /0,1ه85؛ لأنه أوضح ويميز بين 8۵۷ و 
۷ والأخيرة هي مجموعة التشاكلات الداخلية للزمرة الجمعية ل1. 
لتكن ۸ حلقة بمحايد. ماهى التشاكلات الداخلية على ۸ للحلقية ۸؟ يلاحظ 
أن هذه ليست تشاكلات داخلية للحلقة حيث إن تشاكل الحلقات ۸ د ۸ :0 
يجب أن يحقق 

0(rs) = 0(F)0(s) 


1€ الحلقات والحلقيات 


لکل ۸ © 5 ”» بينما التشاكل الداخلي 6 للحلقية × يجب أن يحقق 
(rs) = r (sS)‏ 

لكل R‏ € 5 ہ. وكمثال على ذلك نأخذ7 = ۸» التطبيق 2۸ ج ۸ : م 
هو تشاکل داخلي على 2 ولكنه ليس تشاكل حلقات لأن 
(0)1 (0)1 ± (1.0)1 = 2 = (4)1.1. وإذا كان © = ۸ فإن التطبيق 
× ج × : 6 الذي يرسل كل عنصر إلى مرافقه المركب هو تشاكل داخلي 
e CT SES EE E OS‏ 
1 - = (1-)0 = 0)9 بينما 1 + = 3 -): = (10)0. 

التفريق بين تشاكل حلقات وتشاكل حلقيات على حلقة مهم جدا ولذلك 
يجب إعطاء الحالات التى يظهر فيها بعض التشويش بينهما إهتماما أكثر . 

إن تطوير مبادئ نظرية تشاكل الحلقيات على حلقة سيتبع الطريقة 
الاعتيادية باستخدام النواة» بنية القسمة» التشاكل الطبيعي . . . الخ وسنترك 
تفاصيل كثيرة للقارئ لأن النقاش يتبع مثيله في البند ۲ من الفصل الثاني مع 
تعديلات طفيفة تأخذ فى الاعتبار التأثير من اليسار لعناصر الحلقة بدلا من 
الضرب المستخدم في الحلقات . 

يلاحظ أولاء أنه إذا كانت 4 و27 حلقيتين على ۸» وكان N‏ ج 1 : 6 
تشاكلا على ۸» فإن 0 بوجه خاص تشاكل زمر وبالتالى يوجد له نواة 

kerê = {m e M: O(n) = 0}‏ ۰ 
باستخدام الترميز أعلاه» يمكن إثبات ما يلي بسهولة . 


)۸-٥(‏ مأخوذة 

k۲8 )1(‏ حلقية جزئية على ۸ من 11 . 

(1) 0٣ا‏ حلقية جزئية على “امن .١‏ 

وعند الاستقصاء عما إذا كانت كل حلقية جزئية × من 14 على ۸ هي نواة 
تشاكل للحلقية /ا على ۸ يتم اكتشاف حلقية القسمة 14/16. وهي تتكون» 5 
التعريف» من كل المجموعات المشاركة 


الخحلقيات 1۰0 


K+m= {k+m: ke K} 
۸ لكل اختيارات ” فى 1 . نلاحظ أو لا أن 11/۸ زمرة إبدالية» ونجعلها حلقية على‎ 


بتعریف 
r(K + m) = K + rm‏ 
لکل ۸ ع ” ولكل مجموعة مشاركة 77 + 16. 
إذا كان + «K + m = KK‏ فإن K‏ € 707 - وين وإذن كلا cr(m ~m?)‏ لأن 
1 حلقية جزئية» وبالتالي فإن :7 + ۸ = ۲۳ + ۸. وعليه فإن تأثير ۸ على ۸11K‏ 
كما هو موضح أعلاه حسن التعريف . نلاحظ أن شروط الحلقية الأربعة محققة» 
وبذلك أعطيت المجموعة 1/۸ بنية ا حلقية على ۸؛ تسمى 11/16 حلقية القسمة ل 1 
على 1. نحتاج أن نعطي بعض الاهتمام للحالة الخاصة التي تكون فيها 1/1 هي 
الحلقية ي » ويكون ۸ مثاليا للحلقة ۸ للتمييز بين حلقة القسمة 8/1 وحلقية القسمة 
للحلقية م التي يرمز لها بنفس الرمز ۸/۸. كما نود أن نشير إلى أن التشاكل الطبيعي 
N/K‏ + 14 :ا المعطى بالقاعدة »7 + 16 = ( )ا هو تشاكل غامر على ۸ ونواته 16. 
سنكتفي بذكر منطوق المبرهنات المماثلة للمبرهنات (۸-۲) إلى (17-17) مع 
بعض التغييرات الواضحة . 


(ه-8) مبرهنة 

لتكن 1 و × حلقيتين على ۸ و 16 حلقية جزئية من 14 و 1/116 جه 11 : نه 
التشاكل الطبيعي . وليكن ۸ د 1 : 4 تشاكلا على ۸ تحوي نواته ۸. عندئذ يوجد 
تشاكل وحيد ۷ على ۸ من 11/16 إلى ۷ بحيث يكون الرسم التخطيطي التالي تبادليا. 


9 
M N 





MIK 


١ 5‏ الحلقات والحلقيات 


(ه-١١)‏ مبرهنة 
1 إلى eN‏ فإن 
MlkerQ = imp‏ 


)١١-6(‏ مبرهنة 
إذاكانت £ ی ا حاقیتن ج رین من حلقنة الا على ۸ فان 
K+lLIK=LILNK‏ 


)١۲-۵(‏ مبرهنة 
إذاكانت عاو »!ا حلقيتين جزئيتين من حلقية ۸۷ على ۸ وکانت ]ا c٤‏ فإن 
(MIK)I(LIK) = MIL‏ 


(ه-"١)‏ مبرهنة 

إذا كانت 14( و N‏ حلقيتين على ۸ وکان × ¬ 11 :0 تشاكلا على ۸» فإن 4 
و "م تنشئان تقابلا يحافظ على الاحتواء بين مجموعة ا حلقيات ا جزئية من ]/( التى 
تحوي ۸۲۵ ومسجموعة ا حلقيات ا جزئية من 1504 . ١‏ 

قد يستغرب الطالب ثاقب الفكر ماذا لا یکن إيجاد طريقة تثبت بها كل مبرهنات 
التماثل المتعددة في مواضيع الزمرء الحلقات» الفضاءات المتجهة» الحلقيات» الخ 
مرة واحدة. يمكن أن يحدث ذلك » ولكنه يقع خارج نطاق هذا الكتاب وهو في الحقيقة 
ضمن مواضيع الجبر الشامل (انظر المرجع ]1965 .([Cohn,‏ 


5 - المجموع المباشر للحلقيات 
عن ا السو انار ات فل كلو ر ع فقن 
الحلقة ۸) بنفس الطريقة الاعتيادية . وسيؤدي المجموع المباشر للحلقيات دورا مهما 
في هذا الكتاب» حيث سنقوم في الجزء الثالث من هذا الكتاب بالتعبير عن حلقية 


الجلقسيات 1۰%۷ 


عامة من نوع سندرسه كمجموع مباشر لحلقيات جزئية منها والتي لها بنية سهلة الدراسة 
وستكون في الواقع لبنات بنائية أولية للبنية الأصلية . 


)١ 4-5(‏ تعريف 
يقال عن ا حلقية على ۸ إنها المجموع ال مباشر الداخلي للحلقيات ا جزئية 
1ى ,... ,14 إذا نحقق الشرطان التاليان : 


M= YM; (i) 
i=] 
M; ^ >, راط‎ = 0} «1 <i >” لكل‎ (ii) 
ji 


نكتب ,1 © ... © 1= 1 وكالعادة سنعتبر ا حلقية الصفرية المجموع المباشر الداخلي 
لک انه مر ع ا 


(ه-ه )١‏ مأخوذة 
إذا كانت ,11 ,... ,1 حلقيات جزئية من 14 فإن النصين الآتيين متكافئان : 
 )(‏ 1 ال مجموع المباشر الداخلي ل,14 
(11) .لكل 1 ع :”تمثيل وحيد على الصورة التالية : 
mM = Mm, E mM,‏ 


حيث ,أل © ,71 . 


البرهان 
(1) = (1) . حسب المتطلب الأول من تعريف المجموع المباشر الداخلي» فإن 


4 
كل عنصر 11 > :7 يكن التعبير عنه بالصيغة < - 71 » حيث ,1 © ;7 . نفرض 


=| 


1٩۸‏ الحلقات والحلقيات 


A 
: أنه یو جد تمثيل آخر ;7( = ۰۳۸ حيث ,31 © 77 فيكون‎ 


i=] 
تدم‎ - Y (F7; ~m; ) eM; n SM; = {0} 
j ji 
إذن :77 = ,7# والتمثيل وحيد.‎ 

(11) > (1). يلاحظ بالتأكيد أن النص (11) يؤدي إلى المتطلب الأول من تعريف 
المجموع المباشر الداخلي . إذا كان ,04 > ,:#» فإن التعبير الوحيدعنه هو 
0 +...+ 0 + م + 0 +...+ 0  -‏ حيث تظهر :”7 في الموضع رقم أ من المجموع . 
ولكن لكل عنصر في 2M;‏ يظهر 0 في الموضع أ في التعبير الوحيد عنه. إذن 

J#l 
.)1( وهذا يثبت النص‎ 1; ^ <M; = 0} 
أعول‎ 

تسمى العناصر ,72 التي تظهر في التمثيل الوحيد المشار إليه في النص الثاني من 
ار د رة أعالؤه »فر عبات اة لن الاش انى كما من النطبيق 
د 4 : ,7 الإسقاط 1 على ,4//؛ ويمكن النظر إلى ,7 كتطبيق من 11 إلى نفسهاء 
ويستطيع القارئ أن يتحقق بدون صعوبة من أن ,7 تشاكل داخلي ل14. 

يمكن بناء المجموع المباشر الخارجي لحلقيات على ۸ (كلها مأخوذة على نفس 
الحلقة ۸) بالطريقة العادية . والمجموعة التي تبني المجموع المباشر الخارجي للحلقيات 
aM,‏ و / على ۸هي مجموعة كل العديدات (72 ,... ,71 ) من النوع ‏ حيث 
,۷ © ,”. يعرف الجحمع وتأثير ۸ على عناصر المجموع المباشر الخارجي كما يلي : 

(m;..., Mm, J+ (M,...,7, )= (m +, ...,m, +, )‏ 
F (My ..., M,) = (FM... FM, )‏ 
يكن التأكد بسهولة أن ذلك يعطي حلقية على ۸ء نرمز لها كالعادة بالرمز 
MO... © 31,‏ . مجموعة كل العديدات من النوع ۸ء التي تكون كل مركباتها التي 
تختلف أرقامها عن : أصفاراء هي حلقية جزئية» :31 قاثل ,11 ويكون /1 المجموع 


١6 الحلقيات‎ 


المباشر الداخلى للحلقيات :34 » كما فى حالة الحلقة . بالإضافة إلى ذلك» فإن كل 
مجموع مباشر داخلى لحلقيات جزئية 2 يماثل المجموع المباشر الخارجى لهذه الحلقيات . 


تمارين على الفصل الخامس 

(في التمارين التالية» ۸ حلقة إبدالية بمحايد إلا إذا ذكر غير ذلك) 
لتكن ۸ الحلقة الجزئية (7 > ط ره : 2/+ط + ۾) من © . يكن التفكير في ۸ 
حاف عن 7 أو كاف غل فا (الظر الكالين ؟ 3" فى يناي الففضل ) : 
الك او اطي $ امور تقاف FERES‏ 
ولكنه لا ثل تشاكلا داخليا للحلقية على نفسها ولا يمثل تشاكلا داخليا للحلقة 
8. أثبت أن ۸ كحلقية على 7 تقاثل .1پ © ۸ر . 
لیکن ۷ فضاء متجها على حقل × وأساسه ( ,لا , 4 و ۷ ج ۷ : 0 التطبيق 
المعرف بالقاعدة ر2 + ,۷ر2 = (ردية + .)9 لكل A, e٤ ٤‏ وبل. أثبت أن 
507 ء » وصف (بإيجاد أساسات) كل الحلقيات الجحزئية ل/1 باعتباره حلقية 
على K]×[‏ بواسطة 0 . قارن هذه بالحالة التي يعتبر فيها ۷ حلقية على . 
«تحذير : مميز 1 قد يساوي 2 ). 
أثبت أن المجموعة الحزئية 27 من ا حلقية 7 على 7 حلقية جزئية . أثبت أيضا أن 
7 نماثل 7 كحلقية ولكنها لا قاثل 7 كحلقة. 
لكي نعمم التمرين السابق» نفرض أن ۸ حلقة تامة وأن × عنصر غير صفري 
من . أثبت أن ×۸ = ۸ كحلقيتين على ۸. أثبت أن ×۸ = ۸ كحلقيتين إذا 
وفقط إذا كان × عنصر وحدة. 
أثبت أن [×]۸ حلقية مولدة نهائيا على ۸ إذا وفقط إذا كان (0) = ۸. أثبت أن 
© ليست مولدة نهائيا كحلقية على 7. 
أوجد طريقة طبيعية تجعل 11,07 حلقية على ۸» وأثبت أن 
1,)R( =, © ... © ,R‏ المجموع المباشر الخارجي ل ۴م مع نفسها 2 من المرات . 
لتكن 114 حلقية على وليكن ” عنصرا ثابتا من ۸. أثبت أن التطبيق 77 ج :7 
تشاكل داخلي للحلقية 4 على . نرمز لنواة هذا التشاكل الداخلي بالرمز 


١٠‏ الحلقات والحلقيات 


,224 أثبت أن 2711 ,14/14. إذا كان 11 © ,1 = 1 المجموع المباشر الداخلي 
لحلقيتين جزئيتين» فأثبت أن ١21,‏ © ,1 = 1 وأن,(,M)‏ © ,(01) = ,1 . 

۸- لتكن 304 حلقية على و 17 © - 11. إذا كان © ... © ,سآ - M‏ 
و ,/3 © ...© ,3/7 - ل فأثبت أن ,2/7 © ... © 27 © ,1 © ...© JM =L,‏ 
المجاميع المباشرة داخلية) . عمم هذه النتيجة . 

 - 4‏ لتكن ر N,‏ ,1,1 حلقيات على ۸ و ,۸= ,1 ل1,2 -» أثبت أن 
N,‏ © ,27 رلا © ,1 . هل العكس صحيح ؟ 

۰ لتكن 1 حلقية على ۸ وضع ((0) = 14 : 8 ٤‏ ) = 7. أثبت أن 48 7 وأنه 
يكن جعل 11 حلقية على الحلقة ۸/7 بطريقة طبيعية . 

۸]×[ نفرض أن ر۷ ,۷ فضاءان متجهان على حقل ۸ء نجعلهما حلقيتين على‎ -١ 
أثبت أن ر۷ > ۷ كحلقيتين على [×]۸ إذا‎ .) > 1, 2( 9, © E۸۵۷, بواسطة‎ 
. وفقط إذا کان ,»۲ = » حيث ل تماثل فضاءات متجهة من ,7 إلى ,ل‎ 

١‏ - نفرض أن 1 حلقية على ۸ وأن 80,4 = 8 هي مجموعة كل التشاكلات 
الداخلية على ۸ للحلقية 1/4. أثبت أن التعريفين التاليين : 

(N, + (ر(:‎ (mM) = (mm) + (mm) 
(T,) (PD) = (1, ()) 
يجعلان 8 حلقة . أثبت أن 1 يمكن اعتبارها‎ )7 7, € ٤ (حيث 14 > ۳و‎ 
.24 كحلقية على £ وأن كل عنصر في ۸ يعين تشاكلا داخليا على 8 للحلقية‎ 

7, ليكن ,14 © ... ® ,1 = 1 مجموعا مباشرا داخليا لحلقيات جزئية» وليكن‎ - ٠ 

الإسقاط المرافق له على ,31 . أثبت أن : 


(i) اک‎ (ii) r? =r; (iii) 1 زع‎ DRT; =0 


حيث يرمز 0 و 1 إلى التشاكل الداخلى الصفري والتشاكل الداخلي المحايد 
للحلقية ۸4 على الترتيب . 


1١١١ الحلقيات‎ 


نفرض أن ٨,‏ ,... .7 تشاكلات داخلية لحلقية اختيارية تحقق الشروط من (1) إلى 
(111) المذكورة أعلاه ونفرض أن 7"¡ = ,1 . أثبت أن 4( © ... © ,11 = M‏ 
وأن ,2 هي الإسقاطات المرافقة للمجموع المباشر . 

5 - إذا كانت 1 و N‏ حلقيتين على ۸ وكانت (27 ,1/) ,11012 هي مجموعة كل 
التشاكلات على ۸ من /1 إلى N‏ فأثبت أن التعريف النقطي للجمع يجعل 
10m, )M, 27(‏ زمرة إبدالية . 
لیکن ,1 © ,14 = 1 مجموعا مباشرا داخليا لحلقيتين جزئيتين وليكن را 7 


2 
الإسقاطين المرافقين له . أثبت أنه إذا كان ٤4,11‏ ء م فإن ;07 ;7< - 0 . 
از 


لیکن ا رم = 0 فإنه يكون لدينا التطبيق 


8 
%2 %2 
حيث (1 ,1) ,11012 © ,م . أثبت أن عمليتي الجمع والضرب العاديتين 
على المصفوفات تجعلان مجموعة المصفوفات التي من هذا النمط حلقة وأن 
التطبيق المذكور أعلاه هو تماثل حلقات . 
وضح ذلك في حالة كون 1۷1 فضاء متجها بعده 2 على حقل . عمم إلى 
الحالة التى يكون فيها عدد المجمعات يساوي 7. 
عين End,A‏ عندما ,7 © ,1 .® ,7 A=,‏ 
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(لفمم الساوس 


بعض أنواع الحلقبات الخاصة 


إن دراسة الحلقيات بصورة عامة متنوعة ومعقدة بعض الشيء . ولكننا نستطيع تقييد 
بعض خصائص ال حلقيات بطرق مختلفة حتى نتمكن من التركيز على أجزاء من 
الموضوع ولكي نتمكن من وصف ما نلاحظه بوضوح أكثر . سنعطي عناية خاصة في 
هذا الفصل لعدة ميزات للحلقيات تجعل دراستها ممتعة. ولما كان هدف الكتاب ليس 
إعطاء معالحة شاملة لنظرية الحلقيات بل توضيح قيمة الحلقيات في زاوية صغيرة من 
موضوع الحبر الحديث. فإنه قد تم تقييد الاختيار معتمدين كلية على احتياجاتنا فيما 


١‏ - تفاصيل أكثر عن الحلقيات المولدة نهائيا 

سبق أن تعرفنا على الحلقيات المولدة نهائيا فى البند ۲ من الفصل الخامس . نتذكر 
أن ا 4 على ۸ ذكرت مولناة اتا | ذالوتقط إذا كات يوج علد ع و ن 
عناصر 4! بحيث إن كل عنصر 14 © 7 يكن التعبير عنه (قد يكون ذلك بعدة طرق) 
كت ركيب خطي : 

m=rm F...+F,Mm, 

حيث المعاملات FR‏ € ,7. كردي لدان عرف ا ا 
تحت تأثير العمليات على الحلقيات والتي سبق أن قدمت في الفصل السابق : 


1۱۳ 


11٤‏ الحلقات والحلقيات 


)١-5(‏ مأخوذة 
لتكن 1 حلقية على 1. عندئذ يكون : 

 )1(‏ إذاكانت 1[ مجموعا لعدد منته من ا حلقيات ا حزئية ا مولدة نهائيا فإن ۷1 مولدة 
نهائيا . 

 )31(‏ إذا كان من ا ممكن أن تولد ا بواسطة 5 من عناصرهاء وكانت N‏ حلقية جزئية 
من ۷1 فإن 111١‏ يكن أن تولد بواسطة 5 من عناصرها . 

(ذثذ) إذاكانت ,۷1 © ,1 = 14 وكانت 4( مولدة بواسطة 5 من عناصرهاء فإن ,1/4 
يكن أن تولد بواسطة 5 من عناصرها . 


البرهان 


) واضح. 
(i)‏ حسب الفرض يو جد 5 من عناصر 11 ولتكن ,7 ,... ,۳ بحيث إن كل عنصر 
8 
4 € :7 يكون لهالصيغة rm;‏ دوس حیث ۸ ٤‏ ,۲. وبذلك 
i=]‏ 


0 
.MIN تولد‎ «1 + mı, ..., الذي يوضح أن 77 + 1ل‎ N+m= yr (N + m;) 


i=] 
نحصل على‎ )١1١- 5( باستخدام‎ )11( 
MIM, = (M, © MJIM, ص بلق )ل ات‎ M,) = M/{O} = 1 

الآن حسب (11) يكن أن تو لد ,11/1 بواسطة 5 من عناصرهاء لذلك ,1 يكن 
أن تولد بواسطة 5 من عناصرها . 

بالرغم من أن كل مجمع مباشر من حلقية مولدة نهائيا يكون مولدا نهائيا إلا أنه 
يلاحظ أن حلقيات جزئية من حلقية مولدة نهائيا ليس من الضروري أن تكون مولدة 
نهائيا . قارن ذلك مع الفضاء المتجه» حيث كل فضاء جزئي من فضاء ذي بعد منته 


يكون ذا بعد منته . 
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مثفال 

لتكن ۸ حلقة كل التطبيقات 18 ج ۸ (حيث عمليات هذه الحلقة عمليات 
نقطية كما فى مثال حلقة (۸)) . إن ۸ حلقة إبدالية بمحايد حيث المحايد هو التطبيق 
الذي يرسل كل عنصر في 18 إلى 1 . إذن ام = 14 حلقية دوروية وبالتالي فهي بالتأكيد 
مولدة نهائيا . 

لتكن ‏ مجموعة كل ۸ > الذي يتلاشى خارج فترة منتهية ما؛ أي ١‏ > / إذا 
وفقط إذا كان يوجد عدد صحيح 0 < ۸ يعتمد بالطبع على »f‏ بحيث إن 0 = )1 
طالما كان م < اا . من الواضح أنه إذا كان ۸ € م f,‏ فإن N‏ ع م - 2 وأيضا إذا كان 
h e 8‏ فإن N‏ > گ۸ لأن ۸ يتلاشى طالما كان / يتلاشى . بالإضافة إلى ذلك إن 
التطبيق الصفري 0 ينتمي إلى 27. إذن ١‏ حلقية جزئية من 14. 

لتكن (,/ ,... ,,1) مجموعة منتهية من الدوال في ١‏ إذن لكل 1 يوجد عدد 
صحيح ,7 بحيث إن 0 = (:),/ طالما كان ,: < اا . إذا کان ب#عهمم = ۸ فإن كلا من 
مگ ...رگ يتلاشى خارج [۸ ,۸ -] . وبالتالي كل تر کیب خطي ,50/1( © ,۸)یتلاشی 
خارج [8 ,8 -] . إذذ ل .... f‏ لا تولد ١‏ ؛ فمثلا الدالة التي تأخذ القيمة 1 عند كل 
نقطة من [(1 + 2) ,(1 + ”) -] والقيمة صفر خارج هذه الفترة تنتمي إلى /2» ولكنها 
ليست تركيبا خطيا ل,2 . لقد أثبتنا إذن أن 27 ليست مولدة نهائيا . 

ليس من الصعوبة استبدال الحلقة ۸ بحلقات أصغر » مثلا حلقة الدوال التى لها 
مشتقات من جميع الرتب» من ۸ إلى 11 . 1 


؟ - حلقيات الفتل 
(5-5) تعريف 
يقال عن عنصر "من حلقية /!اعلى ©[ إنه عنصر فتل إذا وجد عنصر غير صفري 
۴ ع ٣‏ بحیث إن 0 = 257 ويقال عن حلقية إنها حلقية فتل (772001016 0:5108]) إذا 
كان كل عناصرنها ناض ر فتل ,وغل التقيض من ذلك تسم حلقية عة 
الفتل (177001118 ع01510-1:6]) إذا كان لا يوجد فيها عناصر فتل غير صفرية . يسمى 


العنصر عنصرا عدي الفتل إذا لم يكن عنص رفتل ؟ أي أن :7 يكون عنصرا عدي الفتل 


1١175‏ الحلقات والحلقيات 
إذا وفقط إذا كان 0 = :7 7 يقتضي أن 0 = 7. لاحظ أنه في أية حلقية على حلقة غير 
صفرية » يكون الصفر دائما عنصر فتل . 


(5-") مأخوذة 
لتكن ۸ حلقة إبدالية بمحايد» ولتكن 1 حلقية على ۸. عندئذ» لكل M‏ € 71 
تكون ا ملجموعة 
o(m) = {re R:rm =0}‏ 
مثاليا في ا حلقة ۸ . 


اللرهان 

من الواضح أن (0)7 © 0 حسب ملاحظة (7) في بداية الفصل الخامس . 
نفرض أن(0)7 »© ر ,,” وأن ۸ € . يجب أن نثبت أن ,7" ,ر٣‏ - ,7 ينتميان إلى 
0)7. الآن 

(r = r)m = rm - rm = 0-0-0 ورم )و‎ = r (rm) = r 0= 0 


كما هو مطلوب (كم من شروط الحلقیات استخدم؟) 


(5-56) تعريف 
يسمى (0)7711 مثالي الترتيب (10631 01061) للعنصر 7١‏ . 


ملاحظات 

١‏ - باستخدام التعريف السابق» يكون عنصر من 1 عنصر فتل إذا وفقط إذا كان 
مثالي الترتيب له غير صفري . 

۲ - في الحلقات العامة نستطيع فقط أن نقول عن (0077 إنه مثالي أيسر . 
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أمثنلة 
١‏ - لنعتبر الزمرة الدوروية ([2] , [1] , [0]) = ,2 . لكون ,ا زمرة إبدالية فيمكن 
اعتبارها كحلقية على 7 بطريقة اعتيادية ؛ لنعين ([0)]1 . لما كان [5] = [7]1» 


عات 
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فإن ٥)]1[(‏ » ۸ إذا وفقط إذا كان 317. وعليه فإن 3⁄7 = ([0)]1. إذن» 
العنصر [11]» الذي له الرتبة 3 كعنصر من زمرة» يكون مثالى الترتيب له المغالى 
من 2 المولد بواسطة 3 (وأيضا بواسطة 3-). يستطيع القارئ أن يتأكد أيضا أن 
7 = ([0)]2. 

بصفة عامة إذا كانت 4 زمرة إبدالية اختيارية معتبرة كحلقية على أ 
فأي عنصر من 4 يكون دوريا (أي له رتبة منتهية كعنصر من زمرة) إذا وفقط إذا 
كان مثالي الترتيب له غير صفري ؛ تنطبق في هذه ا حالة رتبة العنصر كعنصر 
من الزمرة 4 مع المولد الموجب لثالي الترتيب للعنصر . وتكون رتبة العنصر لا 
نهائية إذا وفقط إذا كان مثالى الترتيب للعنصر هو المثالى الصفري . يلاحظ أن 
مفهوم «مثالي الترتيب» يعمم بسهولة إلى حلقية على حلقة إبدالية اختيارية 
بينما مفهوم «رتبة عنصر) لا يعمم. 
إذا اعتبر الفضاء المتجه ۷ على حقل × كحلقية على 16» فإنها تكون عدية الفتل › 
لأنه إذا كان 1 € ب × 0 وكان 0 = بهم حيث ۷ © ۷ فإن 

م = م[ ع )س( r"‏ = 0 اعر ع 0 

وإذن 0 متجه فتل وحيد في ۷. إلا أننا سنرى فيما بعد أنه إذا كان ۷ 
فضاء متجها على ۸ ذا بعد منته» معتبرا كحلقية على K]×[‏ بواسطة تحويل خطى 
0 فهو حلقية فتل ! 1 
إذا كانت ۸ حلقة تامة» فإن الحلقية م تكون عدية الفتل لأنه إذا كان 0 = ٣,‏ 
وكان 0 ۶ ۲ فإن 0 = 5» وإذن صفر لم هو عنصر فتل وحيد فيها . 


(08-5) مبرهنة 


إذا كانت 1 حلقية على حلقة تامة ۸» وكانت 1 ترمز لمجموعة عناصر فتل ۸1 


فإن 7 حلقية جزئية من 14 وإن حلقية القسمة ۸1/7 عدية الفتل . 


البرهان 


من الواضح أن 7 © 0. نفرض أن 7 © ر1 ,1. حسب التعريف يو جد عنصران 


r, ۲ € R* = R0}‏ بحيث إن 0 = ,۲ء 1,2 = 1. إذن 


1۱1۸ الحلقات والحلقيات 


Fı (f, = 1) = (Fa) f = (FF) 1 = و‎ (FD ~F, (Fa) 
=r 0-rإ0=0‎ 
لماكانت ۸ لیس لها قواسم للصفرء فإن ٭۸ ٤ر٣٣ وبالتالي 7 ٤ا - 4. أخيرا إذاكان‎ 
ûjbreR 
r (rfJ=r(r 0 ع‎ 0 0 

وعليه فإن 7 © 7”14. وإذن باستخدام )۴-١(‏ تكون 7 حلقية جزئية من ۸1 . 

لكى نثبت أن 1/7 عدهة الفتل نف رض أن '11/1 ع 7 + 71 و أنه يوجد عنصر غير 
صفري ۸ € ۲ بحیث إن 1 = (1 + )7 . عندئذ يكون 7 »ع ٣٣‏ وبالتالى يوجد 
*8 € ى بحيث إن 0 = 70 »)د . ولكن #("5) = ()ہ. لما كانت ۸ حلقة تامة فإن 
٭R‏ ع ای وبالتالى 7 © ”. إذن '7 = 7+" والصفر فى ۸1/7 هو عنصر فتل وحيد 
فيها . إذن ”11/1 عدية الفتل . ْ 


م الحلقيات اخُرَّة 

إن مفهوم الحلقية الحرة على حلقة يماثل مفهوم الفضاء المتجه على حقل بشكل 
أفضل من مفهوم حلقية اختيارية . فى ری اراك ا على دقل عي جا 
حرة» لذلك لم يبرز أبدا مفهوم «فضاء متجه حر» على نحو بين في الجبر الخطي . ومن 
ناحية أخرى بالرغم من كون الحلقيات الحرة تشابه كثيرا الفضاءات المتجهة فإننا نحتاج 
إلى الاحتراس من الشعور بالأمان» الناتج عن هذا التشابه» والذي لا يمكن دائما تبريره . 

ستؤدي الحلقيات الحرة دورا كبيرا في تحليل بنية المبرهنات الرئيسة . سيتضح 
أن كل حلقية هي صورة حلقية حرة تحت تأثير تشاكل » وباستخدام هذه الحقيقة وبربطها 
بمبرهنات التشاكل » نستطيع أن نجيب عن أسئلة حول الحلقيات بصفة عامة بترجمة 
هذه الأسئلة إلى أسئلة حول حلقيات القسمة لحلقيات حرة. وهذه بدورها يكن 
دراستها بفحص الحلقيات الجزئية التى تظهر كأنوية لها . 


(5-5) تعريف 
لتكن اا حلقية على ۸ ولتكن ×مجموعة جزئية من 1[ . نقول إن ×تولد 14 
بحرية )generates M freely)‏ إذاكان : 


بعض أنواع الحلقيات الخاصة ۱۱۹ 


() ×تولد 1 (كحلقية على ۸) . 
() کل تطبيق من × إلى حلقية على ۸ یکن تمديده إلى تشاكل على ۸. وبشكل 
أكثر وضوحاء إذاكانت 77 حلقية على ۸ وكان 27 ج × :م تطبيقاء فإنه يوجد 
تشاكل على ۸» 27 ج 11 : ۰۷ بحيث إن (00 = ۷)00 لكل × © ×. 
كل حلقية على ۸ مولدة بحرية بواسطة مجموعة جزئية تسمى حلقية حرة 1566) 
(1000101. كل مجموعة مولدة بحرية لحلقية 24 على ۸ تسمى أساسا (وأحيانا أساسا 
حرا) للحلقية 1 . 


ملاحظات 

١‏ - إن التشاكل الممدد/ة وحيد لأنه إذا كان/1 و ۷ تشاكلين ممددين للتطبيق 4» فإن 
المجموعة ١‏ (1//)7 = (1/)71 : 1 © 471 تكون حلقية جزئية من . لما كانت 
هذه المجموعة تحوي ×و × تولد 14» فيجب أن تكون هذه المجموعة هي 11. 
إذن “لا حلا . 

۲ - لاحظ أن الحلقية الصفرية تولد بحرية بواسطة المجموعة الخالية . 
لقد اخترنا هذا التعريف المجرد نوعا ما للحرية لربطه بتعريف ا حرية في موضوعات 

أعم . ومع ذلك» وحتى يتم فهم الحلقيات الحرة فإننا نحتاج إلى وصف ملموس لها. 


(56-/1) تعريف 
R‏ إنها مرتبطة خطيا (غير مستقلة حطيا (67:0674 47 <«|«11760)) إذا وجدت عناصر 


1 
R‏ € ,2 ليست كلها أصفاراء بحيث إن 0 = :97:11 . وإلا يقال عنها إنها مجموعة 


i= 


1 
مستقلة خطيا (6710©711 187062 1y‏ ineا)‏ وفى هذه ا الة » عندما يكون 0 = :711 37 


i=] 


فإنه يجب أن يكون 0= ,۲ = ... = ,۲ . 


11۰ الحلقات والحلقيات 


من المناسب أن نشير إلى أن المجموعة الخالية تعتبر مستقلة خطيا . لغرض اكتمال 
الموضوع (بالرغم من أننا لن نستخدم ذلك) نذكر أنه يقال عن مجموعة غير منتهية × 
من عناصر 1 إنها مستقلة خطيا إذا كانت كل مجموعة جزئية منتهية من × مستقلة 

وهكذا تكون كل مجموعة جزئية من مجموعة مستقلة خطيا مستقلة خطياء 
وأيضا تكون كل مجموعة جزئية تحوي الصفر غير مستقلة خطياء إلا إذا كانت 
.R = {0}‏ 

سنضع الآن تعريف الحرية بشكل أوضح . 


(86-5) مبرهنة 
لتكن 1 حلقية على ۸ ولتكن (:7.... ,47 مجموعة جزئية منتهية من 1. إن 
التقارير التالية متكافئة : 
 )3(‏ ۳ ,... , ,480 تولد 1 بحرية . 
 )11(‏ ۳۸ ,... ,70 مستقلة خطيا وتولد 14. 


0 
(i1)‏ كل عنصر 1 © 71 يكن التعبير عنه بطريقة وحيدة بالصيغة m= rm;‏ 
i=1‏ 


.r, ER حيث‎ 


.M=Rm © ... © 1871, كل ,"عدي الفتل و‎ (iv) 


اللرهان 
() © (ل). حسب التعريف 10,7 ,..., ,480 تولد424. نفرض أن 
0= برح حيث ۸ ٤‏ ,”7. ليكن N‏ المجموع المباشر الخارجي الى ©...© ۸م لى 
i=1‏ 


نسخة من مء وليكن (0 ,... ,0 ,1 ,0 ,... ,0) = ,© حيث المركبة رقم : تساوي 1 . وفقا 
للتعريف. إن التطبيق © د ,7 يمتد إلى تشاكل ف من 11 إلى 27. الآن : 


بعض أنواع الحلقيات الخاصة ١1١‏ 


0 = ¢0) = (Er, (ه‎ = Zr, (81)ن‎ = Zr, e, 
= (Fp <s Fy) 

إذن 0 = ,۲ =... = ٣,‏ وهذا يثبت أن 72,7 ,... ,,78) مستقلة خطيا. 

(3ف) حت (نفة) . ما أن ۸,3 ,... ,72> تولد 24 فإن كل عنصر من 7/1 يكن التعبير 
عنه كتركيب خطي على ۸ للعناصر ,71. إذا كان ;"2 = رم ;7> حيث R‏ € 1ر2 
فإن 0 = :7( - 2)7 وبالتالي 0 = - ۶ حسب تعريف الاستقلال الخطي . إذ 
كل عنصر من 11 يمكن التعبير عنه بطريقة وحيدة كتركيب خطي للعناصر ,78. 

(لل) = (1۷) . إذاكان ۸ € ۲» وكان0 = ٣”,‏ ۰ فبما أن 0 = ,”0 أيضاء فإن 

0 = /وذلك باستخدام وحدانية التعبير عن كل عنصر حسب (11) . إذن كل من ,71 
عديم الفتل . من الواضح أن ,”۸> = ۷ . لكي نثبت نثبت أن المجموع مباشر نفرض أن 
Rm; ^ RM;‏ € « . فيكون برلل = رسن د ام حيث ۸ » ,” وبالتالي فإن 
Ez] j‏ 

0 = حسب وحدانية التعبير عن كل عنصر . لذلك 0 = " كما هو مطلوب . 

(۷ف) ح () . من المناسب أن نثبت ذلك عن طريق (111) . يلاحظ أن (1۷) يؤدي 
إلى أن كل عنصر من 1 يكن التعبير عنه بالصيغة ,307,78 حيث ۸ > ,7. إذا كان 
N;‏ = :7 2 » فإنه باستخدام )١5-5(‏ نحصل على ٣٣;‏ = :81 :” لكل 1. وإذن 
0 = ,م( - ) وبا أن ,:” عدي الفتل إذن 0 = - :7 وهذا يعطي (1ذة) . 

الآن. لتكن 77 أية حلقية على ۸ وليكن ,۸ جد ,” أي تطبيق من 11,3 ,.... ,470 
إلى .×N‏ إذا كان 34 > 77» فإن ,2۲,۳ = 71 حيث ٣,‏ عناصر معينة وحيدة من ۸. 
لنعرف ,57,71 = (0)771 . يلاحظ أن ذلك له معنی » فقط لأن ,۲ عناصر محددة بصورة 
وحيدة بواسطة 77. يمكن التأكد بسهولة أن م هو التشاكل المطلوب . 


(4-5) نتيجة 


1۲۲ الحلقات والحلقيات 
البرهان 

سيكون من المناسب أن نكتب '(م) للتعبير عن المجموع المباشر الخارجي د ۸× 
مع نفسها 5 من المرات . نفرض أن ,© ترمز لعديد من النوع 5 والذي تساوي مركبته غير 
الصفرية الوحيدة 1 وفي الموقع. يلاحظ أن ٤,‏ ,7< = (۲ ,... ,,) وبالتالي فإن 
( © ,... ,) تولد '(8م) » كما يلاحظ أن هذه المجموعة مستقلة خطياء لذلك فهي 
تولد '(۸م) بحرية. من الواضح» أن كل حلقية متماثلة مع حلقية حرة» تولد بحرية 
بنفس العدد من العناصر . 

وبالعكس إذا كانت 14 تولد بحرية بواسطة 74,١‏ ,... ,472 وحيث إن ( 6  ...,‏ €) 
تولد '(كلم) بحرية فإنه يوجد تشاكلان 

1 جح (RY‏ : للا , (RD‏ جح ]ا : ف 

يرسلان ,7 إلى ,© و ,© إلى ٣,‏ على الترتيب . وعليه فإن 0۷ يرسل © إلى ,ع وبالتالي 
يرسل كل تركيب خطي للعناصر ٤,‏ إلى نفسه . إذن ۷إ هو التطبيق المحايد ل (۸م). 
وبا مثل فإن مس هو التطبيق المحايد على ۰1 إذن كل من 0 و۷ هو تماثل كما هو مطلوب . 


ملاحظات 

١‏ - أشير في النتائج المذكورة أعلاه إلى مجموعات مولدة منتهية (لأن ذلك كل ما 
سنحتاج إليه)» ولكن يمكن أن نثبت بسهولة أن هذه النتائج ستبقى صحيحة 
لمجموعات مولدة اختيارية . 

۲ - يلاحظ أن الحلقية ‏ تولد بحرية دائما بالعنصر 1وذلك حسب النتيجة (9-5). 

- من المعروف فى الحبر الخطى أنه إذا كان × حقلاء فإن كل حلقية مولدة نهائيا 
على (أى فضاء متجه م ولد بواسطة مجموغة معهية) تولدها مجموعة مستقلة 
خطيا (تسمى أساسا) وبالتالي فهي حلقية حرة . وعلى ذلك فإن تعريفنا لأساس 
حلقية اختيارية متفق مع المعنى الاعتيادي للأساس» المعطى في ال حالة الخاصة 
لحلقية على ۸. 

٤‏ - تحذير! كل مجموعة مولدة لفضاء متجه تحوي أساسا لهذا الفضاء. هذا ليس 
صحيحا بصفة عامة لحلقية حرة . بل إنه ليس صحيحا حتى للحلقيات الحرة 
على 7. اعتبر الحلقية 7, على 7 التي سبق أن رأينا أنها حرة ؛ وهي مولدة 


بعض أنواع الحلقيات الخاصة ۲۳ 


(لكن ليس بحرية) بواسطة المجموعة (3 , 2) = × لأن الحلقية الجزئية المولدة 
بواسطة × تحوي 1 = 3-2 الذي يولد بالتأكيد 7,. ومع ذلك × ليست أساسال 
7, (لأن المعادلة 0 = 2.3 - 3.2 توضح أنها غير مستقلة خطيا على 7) ولا 
تشكل مجموعة جزئية فعلية من × أساسا لأن 427 » (3) » وم المجموعة الخالية 
تولد حلقيات جزثية فعلية . 

هناك عبارة أخرى صحيحة للفضاءات المتتجهة » ولكنها ليست صحيحة 
بالنسبة للحلقيات الحرة بصفة عامة وهى كما يلى: إذا كانت ( 77 ,... , ,4778 
مجموعة غير مستقلة خطياء فإن عنصرا ما يكون تركيبا خطيا للعناصر 
الأخرى . تقدم المجموعة الجزئية × من 1ر التي سبق أن أشير إليها أعلاه مثالا 
مناقضا حيث إن أيا من العنصرين 2 و 3 ليس مضاعفا للآخر على 7 . 

5 - بالرغم من أن ,7 حلقية حرة على ,7» فإنها ليست حلقية حرة على 7 إذا كان 
0 * لأن كل عنصر × من ,1 يحقق 0 = ١×‏ وبالتالى فإن كل مجموعة جزئية 
غير خالية من ,2 هي مجموعة غير مستقلة خطيا على 2. عندما نفكر في ,7 
كحلقية على ,7ء المعامل :: يصبح صفرا والمعادلة 0 = × [] لاتعني بأي حال 
من الأحوال أن × مرتبط (غير مستقل) خطيا. 

5- قد نحاول (كما في الفضاء المتجه) تعريف البعد لحلقية حرة بأنه عدد عناصر 
أساس لهذه الحلقية . ولكن لحلقات سيئة بدرجة كافية تو جد حلقيات حرة عليها 
ولها أساسات ذات عدد مختلف من العناصر . سنرى في الفصل القادم أن 
ذلك لا يحدث إذا كانت ۸ حلقة تامة رئيسة» في الواقع إذا كانت ۸ أية حلقة 
إبدالية بمحايد لا يساوي الصفر» فإن أي أساسين لحلقية حرة على ۸ لهما نفس 
عدد العناصر (انظر تمرين )١17(‏ في نهاية هذا الفصل)» ستوضح النتيجة التالية 
الكثير من أهمية الحلقيات الحرة» مرة أخرى سنثبت النتيجة التالية فقط 
للحلقيات المولدة نهائيا بالرغم من كونها صحيحة بصفة عامة . 


)١1١-5(‏ مبرهنة 
كل حلقية مولدة نهائيا على ۴هي صورة حلقية حرة على ۸ تحت تأثي ر تشاكل . 


Y٤‏ الحلقات والحلقيات 


البرهان 
0 
لتكن :3/7 = 1 حلقية على ۸ مولدة بواسطة مجموعة منتهية عدد 
i=]‏ 
عناصرها 5. نختار حلقية حرة ۴ على ۸ وليكن (,×,...×) أساسا ل ۴ . هذه موجودة 
حسب (4-5), في الواقع نستطيع أن نعتبر ۴ هي '(۸م) . حسب تعريف ال حرية فإنه 
یکن مد التطبيق ,7# د ,× إلى تشاكل ۵ على ۸ من 7 إلى 1 ؛ تشكل 17010 حلقية 
جزئية من 1 تحوي مجموعة مولدة ل/21 وبالتالى فهى 14 ذاتهاء وذلك ينهى البرهان . 
سنذكر الآن حالة خاصة من هذه المبرهنة فيما يلى : 


)١١-5(‏ مبرهنة 
لتكن ۸ حلقة إبدالية بمحايد» ولتكن :17 = 1 حلقية دوروية على ۸. إن 1 


تماثل على ۸ حلقية القسمة (()۸/0), ؛ أي يوجد تماثل بين حلقيتين دورويتين على ۸ 
إذا وفقط إذا كان لهما نفس مثالى الترتيب . 


ملاحظات 

١‏ - لتكن لدينا بنية 4 يمكن أن ينظر إليها بعدة طرق» عندما نود أن نؤكد على كونها 
حلقية على ۸ نعمل ذلك بالكتابة 4, وهي ا حالة التي ذكرت أعلاه عندما أشير 
إلى حلقية القسمة (7/0)7 للحلقية م . ومن بين أشياء أخرى يلاحظ أن 
۸/٥)(‏ زمرة إبدالية» حلقة» حلقية على ۸ وحلقية على نفسها. 

؟ - لم يعرف حتى الآن مثالي الترتيب لحلقية دوروية. لتكن "۸۳ = 1 حلقية 
دوروية على حلقة إبدالية ۸ بمحايد . إذا كان ۸ ع م وكان 0 = 2772 فإن: 

r(srn) = s(r m) = 50 = 0 

لکل ۸ ع ی وبالتالي (20) = 1 +. لذلك [0) = M1‏ ۸:۲ € "4 = (0)70 وبصفة 
خاصة أي مولدين د ٧1‏ يكون لهما نفس مثالي الترتيب . 


بعض أنواع الحلقيات الخاصة 10 


)١17-5(‏ تعريف 
إذا كانت ۷1 حلقية دوروية على حلقة إبدالية #بمحايد» فإن مثالي الترتيب 


إثبات المبرهنة )١١-١(‏ 

يمثل التطبيق 7 ۲ ج ” تشاكلا غامرا من الحلقية م إلى ”۸ = 4/» كما في 
إثبات (7-١٠)؛‏ ونحصل عليه بتمديد التطبيق 7# +- 1 . من الواضح أن نواته هي 
(0)7 . وباستخدام )٠١-0(‏ يكون M1‏ = ((:)1/0), . 

وإذن» إذا كان لحلقيتين دورويتين نفس مثالي الترتيب فإنهما تماثلان نفس حلقية 
القسمة لم وبالتالي تماثلان بعضهما. العكس واضح . 


ملاحظة 
لقد تمت دراسة معظم هذا الفصل بإفتراض أن ۸ حلقة بمحايد وأضيف في بعض 
الأحيان شرط كون ال حلقة إبدالية . قد يكون مفيدا أن يتأكد القارئ أين عمل ذلك . 


تمارين على الفصل السادس 
(تمثل ۸ حلقة إبدالية بمحايد, إلا إذا ذكر غير ذلك) 

١‏ - لتكن N‏ حلقية جزئية من حلقية 14 على . أثبت أنه إذا كانت كل من 27 و 
14/7 مولدة نهائيا فكذلك تكون 1 . 

١‏ - أعط مثالا لحلقية 4! على ۸ بحيث إن M1,‏ © ,1 = 34» وتكون 1 مولدة 
بواسطة مجموعة × ويكون م = رالاملا = .X0M,‏ 

-٣‏ أوجد حلقية على ۸ بحيث لا تشكل مجموعة عناصر الفتل فيها حلقية جزئية 
(إرشاد: اعتبر ,۸ لعدد صحيح مناسب .(n‏ 

. أثبت أن الحلقيات الحزئية وحلقيات القسمة لحلقيات فتل » تكون حلقيات فتل‎ - ٤ 
أثبت أن الحلقيات الجزئية من حلقيات عديمة الفتل » تكون عدية الفتل ولكن‎ 
. ذلك قد لا ينطبق على حلقيات القسمة‎ 


2 
-۷ 
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الحلقات والحلقيات 


نفرض أن ,1/1 + ,11 = 11 حلقية على ۸ وهي مجموع حلقيتين جزئيتين 
عديتى الفتل . هل من الضروري أن تكون ۷1 عدية الفتل؟ ما الإجابة فى حالة 
OM‏ M=M؟‏ 


2 


۶ 


أثبت أن © حلقية عديمة الفتل على 7 وليست حلقية حرة. 
اعتبر كلا من التقارير التالية» وقرر فيما إذا كان صائبا أم خاطئاء وأعط إثباتا أو 
مثالا مناقضا كما هو مناسب . 
(1) أية حلقية جزئية من حلقية حرة تكون حلقية حرة . 
(60) أية حلقية جزئية من حلقية حرة تكون عدية الفتل . 
(111) أية حلقية قسمة لحلقية دوروية تكون دوروية. 
(1۷) أية حلقية جزئية من حلقية دوروية تكون دوروية. 
لتكن 11 و 27 حلقيتين على ۸ مولدتين بحرية بواسطة # من العناصر . أثبت أن 
.M=N‏ 
ليكن ۷ فضاء متجها ذا بعد 3 على ر معتبرا كحلقية على [*]ر/ بواسطة 
00217 به حيث © معرف على عناصر أساس كمايلي : 

Q(v,) = v, + vy 

O(vر)‎ =v, +, 

ولا + O(v,) = v,‏ 
أوجد (000 لكل ۷ ١ ٤‏ واستنتج أن ۷ حلقية فتل . أوجد عنصرا غير صفري / 
في [«]رءا بحيث إن (0) = ۷ . 
لتكن ۸ حلقة إبدالية بمحايد» وليكن ‏ , 7 مثاليين في الحلقة ۸. أثبت أن 
RK)‏ = (8/7), إذا وفقط إذا كان ۸ = ل. 
لتكن 14 حلقية على ۸ مولدة بحرية بواسطة مجموعة × ولتكن ۲ مجموعة 
جزئية من ٭. أثبت أن ۲ تولد بحرية ۸۲. أثبت أن المجموع المباشر لحلقيتين 


حرتين يكون حرا. 


بعض أنواع الحلقيات الخاصة ۲¥ 


۲ - أعط مثالا لحلقية ,1 © 7 = ,7 © 7 = 14 على 2» حيث 7 حلقية الفتل 
الجزئية و ر۴ ,۴ حلقيتان جزئيتان غير صفريتين ومختلفتان . أثبت أنه في هذه 
الحالة ر۴ ,۴ حلقيتان عديمتا الفتل متماثلتان. 

۳ * - أثبت أن الحلقية , تكون عدية الفتل إذا وفقط إذا كان إما (0) = ۸ أو ۸ حلقة 
تامة. أثبت أن كل حلقية جزئية من م تكون حرة إذا وفقط إذا كان إما 
(0) = ۸ أو ۸ حلقة تامة رئيسة . 

٤‏ * - أثبت أنه على حلقات ليست إبدالية » مولدات مختلفة لحلقية دوروية يكن أن 
يكون لها مثاليات ترتيب يسرى مختلفة . سنوجز طريقة ممكنة للحل : نفرض 
أن ° = ۷» حيث £ حقل » ونعتبر ۷ حلقية على ال حلقة 11,016 بمطابقة ۷ مع 
مجموعة متجهات الأعمدة 

2 
ر 


حيث ۸ © ر , × ونعرف تأثير (1/1,)16 بضرب المصفوفات . أثبت أن ۷ حلقية 


0 ]1 
1| |0 
يولد ۷ كحلقية على (),1. احسب الآن مثالي الترتيب الأيسر لكل من هذين 
الولديق:: 
٥‏ - نفرض أن (0) ۶ ۸ وأن 1 حلقية على ۸ مولدة بحرية بواسطة مجموعة ×. 
أثبت أنه لاتوجد مجموعة جزئية فعلية من × تولد /1. 
5 - لتكن ۸ حلقة إبدالية بمحايد» ولتكن 1 حلقية حرة على ۸ . 
() أثبت أن أي أساسين منتهيين ل14 يكون لهما نفس عدد العناصر» وذلك 
كما يلي : باستخدام تمرين )١17(‏ في الفصل الثاني » افرض أن / مثالي 
أعظمي في الحلقة ۸. أثبت أن الحلقية 24/714 على ۸ يمكن النظر إليها 
كحلقية على الحقل ۸/7 (انظر تمرين )٠١(‏ في الفصل الخامس) وأنه 


دوروية وأن كلا من 


1۲۸ 


(ii) 


(iii) 


الحلقات والحلقيات 


إا كان[ اسا سا متته اك ۷ على 8 فإن 
)x + 314 , ..., x + JM)‏ أساس 3 1/71 على R/[‏ . 

أثبت أنه إذا كان ل14 أساس منته » فإن أي أساسين د 1 يكون لهما نفس 
العدد من العناصر . باستخدام (1) هذا يتضمن ببساطة إثبات أنه لا يكن 
أن يكون ل 11 أساس غير منته » ويمكن أن يعمل ذلك بإثبات أن مجموعة 
جزئية منتهية من مثل هذا الأساس تولد 1 أو باستخدام الطريقة في 
(0. 

أثبت أن أي أساسين غير منتهيين لحلقية على ۸ يكون لهما نفس العدد 
الرئيسى (1ء05تناط 03501081),» حيث ۸ أية حلقة . قليل من حسابات 
ال 


الجزء الثاني 


التفريؤ المساشر لحلقية مولدة 

نمانيا على حلقة ثامة رئيسة 
سنفتر ضص أن جميع ا حلتقات التي تظهر في هذا ا جزء حلقات 
تامة رئيسة إلا إذائْصّ على غير ذلك 


© الحلقيات الحزئية من الحلقيات الحرة 
© مبرهنات التفريق 
© مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) 


(لفسن (سن 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات الحرة 


١‏ - منهاج الفصل 

إن هدفنا في هذا الفصل هو إثبات مبرهنة تفريق . إن مقومات هذه المبرهنة هي : 
١1‏ مكلفة RU‏ 
(ب) حلقية مولدة نهائيا 14 على ۸ . 

ونتائج تلك المبرهنة هي : 
يكن التعبير عن // كمجموع مباشر داخلي 

M=M © با‎ © ... OM, 

() كل ,۸۳ = ,1 هي حلقية جزئية دوروية» 

o(m) د‎ o(m,) 2... 2 8ه‎ 01) 

إن طريقتنا هى أن نعتبر تشاكلا غامرا 24 ج۴ :0 من حلقية حرة(77001116 (free‏ 
7 إلى 11. نعلم أن 16:0 (= N‏ مثلا) هي حلقية جزئية من » وبالاستناد إلى مبرهنة 
التماثل الأولى للحلقيات »)١ ٠-0(‏ نعلم أن 14 متماثلة مع حلقية القسمة ۴/۸. إذن 
نستطيع معرفة بنية 44 عن طريق دراسة ۴/١‏ . ينتج في النهاية أن الحلقيات الجزئية 
للحلقيات الحرة المولدة نهائيا تكون حرة (انظر (۸-۷) أدناه) وبالتالى» على وجه 
الخصوص ء ينتج أن ۸ حرة . بعدئذ نستند إلى النتيجة التالية لنثبت أنه من الممكن أن 
نختار أساسا ل ۶ مرتبطا بطريقة خاصة جدا بأساس ل . 


۴۳1 


1۳۲ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


(۱-۷) مبرهنة 

لتكن ۸ حلقة تامة رئيسة» ۴ حلقية حرة على ۸ وذات رتبة (۲۵۵۸) منتهية 5» 
ولتكن N‏ حلقية جزئية من ۴. عندئذ يوجد أساس ل ].... ,,1» ل ۴وعناصر 
الاء ,4 ,... و | بحيث 
)١(‏ العناصر غير الصفرية في (,/ ,4  ...,‏ ,44 تكون أساسا ل N‏ 
(ب) 4|...إر4| 4 


ملاحظات 

١‏ - فى السياق الحالى» هذه المبرهنة هى الشبيه الأفضل الموجود لدينا للحقيقة 
المحروقة الى اه أنه إذاكاق ا فعا هوقا من فاد ق 
تكله 7 على عق شام ا وعدي إى ا 
إلى اا و ادي تاك قن ا 

0ك معي در STERA‏ مو رس انكر اع أن من 
أساسات 77 تنتج بطريقة طبيعية من أساسات ل ۴. ولكن الحقيقة التي مفادها 
أن أي أساس ل ١‏ لا ينشأ بالضرورة بهذه الطريقة» تشير إلى أن الحالة العامة 
ليست واضحة وضوح الخحالة العامة للفضاءات المتجهة . 

۲ - يفيد الشرط (ب)» عندما يترجم إلى لغة المثاليات» بأن 

كلل د . . . د كلك 15 4 

إذا كان 0 = ,4 لعدد :» فإن 0 = ,4 لكل ؟ ,... ,1 + 1 ,ا = ز. 


في هذا الفصل» سوف تكون المبرهنة )١-۷(‏ منحور اهتمامنا. سنثبتها عن طريق 
تحويلها إلى مسألة عن مصفوفات على ۸. في الفصل الثامن سوف نستخدم )١-۷(‏ 
لنثبت مبرهنة التفريق المذكورة أعلاه. بعدئذ سوف نبحث فى مسألة الوحدانية وعن 
تحسينات إضافية . بما أن مبرهنة التفريق هي النتيجة المركزية لهذا الكتاب» فإننا نشعر 
أن لدينا امبر الكافي كي نقدم معالجة أخرى لتلك المبرهنة . وسنكرس الفصل التاسع 
ت العا إن البوعاة الاي :سعط عاك مريكرة انرا وزرا نالك 
سوف يتطلب عناية فائقة بالمفاهيم وسوف يكون قليل التثقيف نسبيا . 


الحلقيات الحزئية من الحلقيات الخرة ۳۳ 


؟ - الحلقيات الحرة - الأساسات» 
التشاكلات الداخلية والمصفوفات 
لاشك أن القارئ حسن الاطلاع على التقابل المشهور بين التشاكلات الداخلية 
لفضاء متجه ذي بعد منته على حقل ۸ (أي التحويلات الخطية ۷ د۷) والمصفوفات 
من النوع 7 على £ . إن وصف هذا التقابل يمتد بسهولة إلى الحالة التي ندرس فيها 
حلقية حرة نهائية التوليد على حلقة تامة رئيسة . وسوف نشير إلى الطريقة التي يتم بها 
ذلك ولكن بالنظر إلى ألفة الحجج. فإننا سوف نفعل ذلك بايجاز معتدل . 
لقد استخدمنا كلمة «رتبة» في نص المبرهنة )١-۷(‏ لنصف عدد عناصر أساس 
لحلقية حرة . ولكن قبل إعطاء التعريف الشكلي» نحتاج إلى أن نعرف أنها لامتغير 
حقيقي» بكلمات أخرى أن أي أساسين لحلقية حرة يكون لهما نفس عدد العناصر . 


(۲-۷) مبرهنة 

لتكن ۴ حلقية على حلقة تامة رئيسة» وافرض أن ۴ مولدة بحرية بواسطة 
مجموعة منتهية عدد عناصرها ۸ . عندئذ كل أساس ل ۴ يحتوي بالضبط على ۸ من 
العناصر . 


اللرهان 

أولاء نستخدم الاستقراء على ۸ لنثبت أن عدد عناصر أية مجموعة جزئية من 
"ل مستقلة خطيا ومنتهية» أقل من أو يساوي 7. 

إذا كان 0 - فإن (0) = 7ء وبالتالى فالمجموعة الخالية هى المجموعة الحزئية 
الوحيدة من المستقلة خطيا . eRe‏ لیکن ۴ € عدم و € ترد . 
عندئذ نستنتح من العلاقة 0 = (دى)م - s(r x)‏ أن {rx, Sx}‏ غير مستقلة خطيا إلا إذا 
كان 0 = ى = » ؛ فى الحالة الأخيرة نجد أن (0) = × ,×7) وهى غير مستقلة خطيا. 
دقان یز ف ا ا مق الا خترى على ع ما أن كل 
مجموعة جزئية من مجموعة مستقلة خطيا تكون مستقلة خطياء فإن عدد عناصر أية 
مجموعة جزئية مستقلة خطيا من ۴ء لا يزيد على عنصرين أيضا. 


۳٤‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


الآنء افرض أن ۸<1 وأن ,۸۴ © ... © 87-#. الي كن 
Rf 0۰۰۰© Rf,‏ = 7 ولتكن × .... ,4 = ×مجموعة جزئية من ۴ بحيث 
۸ < ”. إذا كانت 7 × فبالاستناد إلى فرض الاستقراء نجد أن × غير مستقلة 
خطيا. أما إذا كانت ۴ © × فإنه» من غير أن نفقد العمومية» يمكننا أن نفرض 
أن » ر× . الآنء إن 

FF =Rf, (1)‏ 
وهي مولدة بحرية بعنصر واحدء وبالتالي فإن المجموعة ۴+ ;× ,۴+ ] غير 
مسدلة عقطي كن 83و 0 E‏ 
الصفري» بحيث ۴ - ( 1+ بدارد +( ۴ + ردان ؛ أي +s; x; e۴‏ ند . الآنء إذا 
كان 0 = ,د فإن ۴ =(۴ + ,)” . ولكن 7+ د عنصر غير تافه في الحلقية ۴/۴ 
المتمائلة مع م وذلك بسبب (1) ؛ بالاستناد إلى المثال (؟) الذي يسبق (0-57) 
مباشرة إن م عدية الفتل وبالتالى فإن0 = ,ء» وهذا تناقض . إذن 0 ,5 لكل 
0... ,2 = ضع بتدرى + ,۳ = ,ر عندئذ نکون قدوجدنا 1 - :8 عنصرا رل( ... برل 
فى ۸۴ ۰۰۰۵© ۸R‏ = ۴ المولدة بحرية بواسطة 1 - ۸ عنصرا 2,7 .... ,7 . بما 
أن 1 -: < 1 -:فإننا بالاستناد إلى فرض الاستقراء نجد أن هذه العناصر غير مستفلة 
خطيا. إذن توجد عناصر ۸ © ,1 ,... ,راء ليست جميعها العنصر الصفري» بحيث 


7 
0 - ر۷ ;1< . إذا عبرنا عن الجانب الأيسر كتركيب خطى من ,× ,... ,,:د» فإن معامل 
1-2 


د هو ,45 لكل 2< :. بما أنه يوجد ٤,‏ بحيث 20 ,1 وبا أن كل ,؟ يحقق 20 ,5 فإنه 
ينتج أن أحد هذه المعاملات غير صفري . إذن (,, ,... .,*) غير مستقلة خطيا. إن 
هذا يثبت الدعوى التى بدأنا بها البرهان. 

ما تقدم ينتج أنه إذا كان ا ,... ,410 أساسا منتهيا آخر ل ۴ فإن 8< . استنادا 
إلى التماثل فإن ”< ۸» وبالتالي فإن» = /. الآنء ولكي نتم البرهان» نفرض أنه 
يوجد أساس غير منته 2 ل . لتكن ,2 ,... ,> عناصر من 2 حيث ٤‏ عدد منته وليكن 


1 
ب اج = */ . إذا کان ,78ج ,> تطبيقا من 3 ,... ,>) إلى 1 حيث 14 حلقية على 


i=] 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات اة 10 


۸ فإننا نستطيع أن نمدد هذا التطبيق إلى تشاكل من *۴ إلى 14 كما يلي : أولاء مدد 
التطبيق إلى 2 وذلك بأن نقرن جميع العناصر المتبقية في 7 بالعنصر الصفري» ثم نمدد 
إلى تشاكل من ۴ بأكمله إلى 74 وذلك بالاستناد إلى أن7 تولد ۴ بحرية (تذكر التعريف 
(5-7)). إذن المجموعة ( ,... ,,2) تولد */ بحرية» وبالاستناد إلى (8-5) تكون 
مستقلة خطيا. إذن» بالاستناد إلى النص المذكور فى بداية البرهان يكون 7ك . ولكن 
ما أن 2 أساس غير منته فإذنا نستطيع أن نختار ۲ بحيث ۸<اء وبالتالي فإننا نحصل 
على تناقض. وهذايتم البرهان. 
آخذين هذه النتيجة بعين الاعتبارء نستطيع الآن إعطاء التعريف التالي . 


(۳-۷) تعريف 
لتکن ۴ حلقية حرة (على حلقة تامة رئيسة) ذات أساس منته . عندئذ نعرف 
رتبة 8510) ۴ على أنها عدد عناص ر أي أساس ل ۴ . 


ملاحظات 

. في حالة الفضاءات المتجهة» من الواضح أن الرتبة هي البعد بالمعنى المعتاد‎ - ١ 

- فيما يلي» عندما نتكلم عن أساس ل۴ فإنناء غالبا ما نقصد أساسا مرتبا 
(8515 050660) ؛ أي» مجموعة من العناصر التي تكون أساسا وتكون قد 
اا سافان مولن من ی لعا صر هرون 
بطريقتين مختلفتين يعتب ران مختلفين . وعوضا عن استخدام ترميز معين من أجل 
ال بيخ الأسامتانت ا لمر نة و الأساسات غير ال تة فإتباسشترك للقارئ أن 
يستنبط الأساس المقصود من سياق الحديث» ونلاحظ هنا أنه عندما نتعامل مع 
مصفوفات التشاكلات الداخلية» كماهى الحال أدناه» فإن ترتيب الأساس يكون 
مهما دائما. ا 
الآنء لتكن ۴ حلقية حرة على ۸ ذات رتبة منتهية 5<0 (حيث ۸» كما ذكرنا 

سابقاء من الآن فصاعدا ترمز إلى حلقة تامة رئيسة)» وليكن 2,7 ,... ,,/) = f‏ أساسا 

ل. عندئذء إذا كان 820,7 © 0 فإنه بالاستناد إلى (6-5) يكون 


١5‏ التفريق المباشر خلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


DD : (i= 2 5) (2) 
1ز‎ 


حيث العناصر ۸ ٤‏ ,ره معينة بشكل وحيد. إذن 0 تعين» بشكل وحيد» مصفوفة 
(ه) = 4 من النوع ىلا5 حيث مدخلات 4 تنتمي إلى ۸ والعمودرقم : من 4 
يتكون من معاملات (/)0 بالنسبة إلى الأساس ؟. بالعكسء إذا كانت (ن,©) = ۸ 
مصفوفة اختيارية من النوع 5 × ى حيث مدخلات 4 تنتمي إلى ۸ فإن تعريف الحرية 
يشير إلى أنه يوجد تشاكل داخلي وحيد ل7/ بحيث يكون تأثيره على ,/ ,... f‏ معطى 
د(2) . إذن فالتقابل» المعطى بواسطة (2). بين التشاكلات الداخلية والمصفوفات يكون 
واحدا لواحد. 

نستطيع أن نجعل E۸۵۴‏ حلقة بالطريقة ا معتادة؛ أي عن طريق تعريف مجموع 
وجداء كل زوج 80,7 ع 8 ,0 كما يلي : 

(@ + B)() = a(x) + 00, (QB) )2( = 0:)800( 

لكل ۴ © ×. نستطيع أن نتحقق بسهولة من أن كلا من 8 +:0 و 8» تشاكل داخلي ل 
#ومن أن العمليتين تجعلان م520 حلقة . إذا كان يقابل المصفوفة (,5) فإن 


B(f:)= تزطرح‎ fj 
7 


(a+ B\(f:)= a(f:)+ B(f:) ) = برهي‎ f; * اراي‎ j = 3)4 +P); 


1 


(aff) = a(6(F:)) = 2 ) = برطرح‎ (fj) 


5 2i Ea, ادك‎ | 


إذنء إن المصفوفة المقابلة ل 8 +» هي (ط + ر,») كما أن مذخل (نادع) الموقع (4,7) 
١‏ / 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات الحرّة 1۳۷ 


المصفوفات كما هو معتاد» فإن التطبيق الذي يقرن كل تشاكل داخلي بمصفوفته يكون 
قاثل حلقات من م580 إلى (11,)۸. في الحقيقة» يكون هذا هو السبب الكامن وراء 
تعريفنا لجمع وجداء المصفوفات كما هو معتاد. لاحظ أن هذا التماثل قد أنشىء بالنسبة 
إلى أساس خاص ل۳ ؛ على وجه العموم إن الأساسات المختلفة تقابل تماثلات مختلفة . 
الآن» إذا کان © تشاكلا داخليا ل ۴ فإن © يكون تماثلا ذاتيا إذا وفقط إذا كان 
يوجد تشاكل داخلي / بحيث 
aB= Ba =1, (3)‏ 
حيث .1 هو التطبيق المحايد على ۴. واضح أن مصفوفة ,1 هي المصفوفة المحايدة 
المعتادة من النوع <ا 5. بالاستناد إلى التماثل بين ۴"۴ و (14,)۸» نحد أن (3) 


کات 
AB = BA =1, (4)‏ 

حيث 4 و8 هماء على الترتيب » مصفوفتا © و بالنسبة إلى وحيث 1 هي المصفوفة 

المحايدة من النوع 5< 5. 

)٤-۷(‏ تعريف 


إذا كانت 4 مصفوفة من النوع 5 × 5 على ۸» فإننا نقول إن 4 قابلة للانعكاس 
(1۵طinver)1)‏ إذاكانت تو جد مصفوفة 8 من النوع 5 × 5 على ۴۸ بحيث تتحقق العلاقة 
(4). (غالبا ما تسمى المصفوفة القابلة للانعكاس مصفوفة غير شاذة (121 81 007-81) » 
وهذه التسمية متداولة » بشكل خاصء عندما تكون ۸ حقلا). إن التكافؤ بين (3) و 
(4) يفيدنا أن التماثلات الداخلية ل ۴ تقابل بالضبط ا مصفوفات القابلة للانعكاس 
وذلك في التماثل بين ۴۸۵۴ و(11,)۸. من الواضح أن ا مصفوفات القابلة للانعكاس 
هي عناصر الوحدة في (11,)10. 

عندما نتعامل مع الحلقيات الحرة فإنناء كما هي الحال بالنسبة للفضاءات 
المنتجهة .غالبا ماتريد أن غر من اشاس ما إلى أساسن ار وإن الاعثازات المذكؤرة 
أعلاه تفيدنا عن كيفية القيام بذلك . نعلم من (۲-۷) أن عدد عناصر أي أساس د ۴ 


۳۸ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


هوى. لتكن ٠٠٠, f١‏ ,(/) = */ مجموعة عناصر عددهاى» ولنعتبر السؤال التالي : 
ما ھی الشروط التى يجب أن تتحقق حتى تكون #رأساسا ل7 ؟ إن 


(2,...55 ,1 2 © و عر 
ادر 
حيث (4) = 4 مصفوفة ماء من النوع 525 على ۸. من تعريف الحرية» نعلم أنه 
بوخد تشاكل داخلئ وده على #ل ۴ مغرف بواسطة 7,(277) 6 حيثك 
E DS‏ من الحادلة الذكوزة اغ نجد أن مصفوفة » بالنسبة إلى f‏ هي 4. 
الآنء نأخذ بعين الاعتبار هذا الترميز ونقدم المأخحوذة التالية . 


(-ه) مأخوذة 
التقارير التالية متكافئة : 
 )1(‏ */أساس ل 1. 
(ذذ) ‏ » تماثل ذاتى ل ۴. 
(iii)‏ امسشوقة قاب لمكا 


ابرهان 

بما أننا قد أثبتنا سابقا تكافؤ التقريرين الأخيرين فإنه يكفي اثبات تكافؤ (1) 
و(11). 

من الواضح أنه إذا كان » تماثلا ذاتيا ل ۴ فإن */ يكون اساسا د ۴ . في الحقيقة» 
إذاكانت 14 © ,۳ ,... .7 حيث 11 حلقية ما على 2 فإننا بالاستناد إلى تعريف الحرية 
نحد أنه يوجد تشاكل 14 د ۴ : 6 على ۸ بحيث ,71 = (/)6 لكل وک :> 1. عندئذے 
يكون 14 ج ۴ : 601 تشاكلا على ۸ ويقرن هذا التشاكل ;۴ ,لکل 7 . 

بالعكسء إذاكان */ أساسا فإنه يوجد تشاكل داخلي 8 على ل / بحيث 
(5 > >1) ,۴ -[ )8 . واضح أن ,1 -8:© = :80 » وبالتالي فإن» تهائل ذاتي . 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات الخرة ۳۹ 


إذن» فتغييرات أساسات الحلقيات الحرة على حلقة تامة رئيسة يتم إحداثها 
بواسطة المصفوفات القابلة للانعكاس تماما كما هى الحال بالنسبة إلى الفضاءات 
ا ۰ 

ليس ضروريا أن نؤكد بقوة أن المعالجة السابقة لتمثيل التشاكلات الداخلية د ۴ 
بدلالة المصفوفات» قد تمت بالنسبة إلى أساس معين f‏ ل7. ولكن غالبا ما يكون مهما 
أن نعلم ماذا يحدث عندما ننتقل إلى أساس جديد */ ل ۴ - ما العلاقة التي تربط 
مصفوفة تشاكل داخلي 0 بالنسبة إلى *؟ مع مصفوفة 0 بالنسبة إلى /؟ نستطيع الإجابة 
عن هذا السؤال بسهولة. في الحقيقة» ليكن 5 هو التماثل الذاتي ل ۴ الذي يرسل,/ 
إلى 7/ . عندتذ» إذا كانت [ بم6) هي مصفوفة » بالنسبة إلى *رفإن 


ED 
j 
aë(f:)= 5: أي (ر1اق رز‎ 
ل‎ 
E 'aë(f;)= بزهرج‎ j إذن‎ 
j 


وهذا يعني أن ( )») = *4 هي مصفوفة 210:5 بالنسبة إلى / . 
إذن لمات = A*‏ 
حيث × هي مصفوفة 5 بالنسبة إلى /؛ وكما رأينا أعلاه فإن هذه هي المصفوفة التي 
تعبر عن ز۴ بدلالة f,‏ . 

نختم هذا البند بملاحظة عن المحددات . إذا كانت × مصفوفة مربعة على حلقة 
إبدالية بمحايد فإنه یکن تعريف محدد (2012811اء]06) ×» ×عل» تماما كما فى حالة 
المصفوفة المربعة على حقل» كما اق الخواض النسيطة المغاذة لدا ت شن اا 
في هذه ا حالة . يستطيع القارئ أن يتأكد من ذلك بسهولة» وذلك عن طريق العودة 
إلى بسط موضوع المحددات في أي كتاب دراسي عن الجبر الخطي » وفحص البراهين 
الموجودة هناك . وحاليا نحتاج فقط إلى الحقيقتين التاليتين : 


١‏ التفريق المباشر الحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


® إذاكان M(R)‏ ع X, Y‏ فإن detXY = detX.detY‏ . 
() إذاكان (1,)8 ع × فإن ,0611.1 = 1.1 (20 = × .× حيث , ,2 > ,10 [30) 
هو متعامل (00126101) , ,× في × . 
بالاستناد إلى هاتين الحقيقتين» نستطيع أن نستنتج بسهولة التمييز التالي 
للمصفوفات القابلة للانعكاس على ۸ . 


(1-۷) مأخوذة 
لتكن ۸ حلقة إبدالية بمحايد » ولتكن (۸) 11 > ×. عندئذ» إن لاقابلة للانعكاس 
إذا وفقط إذا كان ×۵6 عنصر وحدة فى ۸. 


المرهسان 

أولاء افرض أن × قابلة للانعكاس . إذن توجد (۸) 1 ٤‏ ۷ بحيث 1= ۷×. 
بأخذ المحدد للطرفين واستخدام (1) نجد أن 1 = ,4611 = ۲ءل.×1ء. إذن × )هل 
عنصر وحدة فى ۸. بالعكس» افرض أن 6۲ل عنصر وحدة فى ۸. عندئذ» فى (1)» 
نقسم على 06136 لنستنتج أن ,1 = ۲ = × حيث 16 (20 . “(6ل) = ۲. إذن × قابلة 
للانعكاس . 

إذن» على سبيل المثال» إن عناصر (1,)2 القابلة للانعكاس هى تلك العناصر 
التي محددها يساوي 1+ ؛ كذلك إن عناصر ([:]14,)5 القابلة للانعكاس هي تلك 
العناصر التي محددها ينتمي إلى *۸. 


۳ - صياغة مصفوفية للمبرهنة )١-۷(‏ 
فى هذا البند سنعيد صياغة )١-1/(‏ مستخدمين لغة المصفوفات . ولكن قبل أن 
نفعل ذلك فإننا نحتاج إلى إعطاء البرهان الموعود بأن الحلقيات الجزئية للحلقيات الحرة 
ذات الرتبة المنتهية (على حلقة تامة رئيسة) تكون حرة . سوف نستخدم المأخوذة التالية» 
وهي تعبر عن إحدى خواص الحلقيات الحرة ؛ وهذه الخاصة مهمة جدا في سياقات 
أكثر تقدما وسوف نستند إليها عدة مرات فيما يلي . إنها «خاصة الانشطار»؛ وقد سميت 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات اة 1٤١‏ 


كذلك لأنها تفيد بأنه إذا تحققت شروط معينة» فإن الحلقية تنشطر إلى مجوع مباشر 


(۷-۷) مأخوذة 

لتكن 1 حلقية على ۸» لتكن ۴ حلقية حرة على ۸ ذات رتبة منتهية» وليكن 
۴ ج  : M1‏ تشاكلا غامرا . عندئذ توجد حلقية جزئية *آمن ۸۷ بحیث ۴ = 3#[ 
وبحيث ؤker‏ © M= F*‏ . 


ملاحظة 

بالرغم من أننا قد قصرنا نص هذه النتيجة على الحلقيات الحرة ذات الرتبة المنتهية 
على حلقة تامة رئيسة» فإنها صحيحة فى حالة الحلقيات الحرة الاختيارية بالاستناد إلى 
نفس الحجة . لقد ذكرنا الفرض المقيد في النص ابتغاءً للسهولة» وماعلى القارئ الذي 
يفضل ذلك إلا أن يتجاهل التعميم . 


البرهان 

لیکن (,/,... .7 أساسا ل ۴. با أن م تشاكل غامر » فإنه تو جد عناصر 14 © 71 
بحيث f,‏ = ۵)7۳ حيث 5> 1> 1. حسب تعريف الحرية فإنه یو جد تشاكل 11ج ۴ :۷ 
على ۸ بحيث ,7# = ( )۷ لكل 5ك أك 1. عندئذ f,‏ = ”)0۷ لكل : وبالتالي فإن 

)5( ,1= اق 

ليكن W)7(‏ = *۴ . ندعى أن هذه الحلقية هى الحلقية الجزئية المطلوبة . بالاستناد 
إلى (5) يكون ۴ = (۵۷)۴ = .(F*)‏ إذن» إذاكان 11 > ” فإن (*) = (0)71 لعنصر 
ما .m* e F*‏ إذن 0 = m*)‏ - 0/0 و .m—m* e K = ker‏ إذن «m € K + F*‏ 
وبالتالي فإن 14 = ٭۴ + . الآن. لیکن ٭۴ ۸ ۸ © «. عندئذ» يوجد ۴ © / 
بحيث f(‏ )۷ = ۸. با أن ۸ e‏ ۸ فإنناء وفق (5)ء نجد أن f‏ - )رض = عن = 0. 
إذن0 = م و (0) = ٭۴ ۸ ۸ وبالتالى فإن *1 © ۸ = 1 . أخيراء ا أن ۴ = (*۴))» 
وبا أن نواة اقتصار 6 على *۴ هي (0) = عه ٭۴. فإن م قائل من ٭۴ إلى ۴ . 


۲ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


(۸-۷) مبرهنة 
إذا كانت ۸ حلقة تامة رئيسة وكانت ۴ حلقية حرة على ۸ وذات رتبة منتهية 5» 
فإن كل حلقية جزئية من ۴ تكون حرة ورتبتها أقل من أو تساوي 58 . 


البرهان 

نستخدم الاستقراء على 5. إذاكانت 0 = ء فإن <0) = ٣‏ وهي مولدة بحرية 
بالمجموعة الخالية» وإن ۴ هي الحلقية الجزئية الوحيدة من نفسها في هذه الحالة . إذا 
كانت 1 = ى فإن م = ۴ وفق .)۹-٦(‏ وإن الحلقيات الجزئية من ۴ تقابل المثاليات ل 
من ۸. با أن ۸ حلقة تامة رئيسة فإنه يو جد [ € © بحيث ۸4 = ل. إذا كان 0 = © 
فإن (0) = »J‏ وهي حلقية حرة على ۸ رتبتها 0 وإذا كان 60 » فإن التطبيق ١‏ جد م 
يكون تماثل حلقيات على ۸ من ني إلى J‏ = 1*4. إذن» م = J‏ وهي حرة ورتبتها 1. 

الان» افرض أن 1 < ء» وأن المبرهنة صحيحة للحلقيات الحرة التي رتبتها أقل من 
5 . لیکن (ر,... ,,#) = f‏ اساسال ۴. حسب (8-5)» يكون .F = Rf, © ... © Rf,‏ 
لتكن ١‏ حلقية جزئية من ۴ وضع ,۸ © ۰۰۰ © و82 = 7 ؛ واضح أن 7 حلقية 
جزئية حرة رتبتها 1 -5. عندئذ» بالاستناد إلى الاستقراء» تكون 0477 ۴ حرة ورتبتها 
أقل من أو تساوي 1 -5. 

الآآن» حسب مبرهنة التماثل .)١١-٠١(‏ نجد أن 

كت FIF - [© 8/7 =Rf\/Rf\ OF =Rf,/ {O‏ 
وبالتالى فإن ۶/۴ حرة ورتبتھا 1. لیکن ۷ هو التشاكل الطبیعی من ۴ إلی ۴/۴ » 
ولك ES INE DR OE REY AT‏ 
۴/۴ ء وبالاستناد إلى الحالة 1 = ى نحد أن هذه الحلقية الجزئية سوف تكون حرة ورتبتها 
1 أو 0. بما أن × ۸ 7 = ۲7م فإننا بالاستناد إلى المأخوذة (۷-۷) نجد أن 
N=L@(F ON)‏ 

حيث ا حرة ورتبتها 0 أو 1 . إذاكانت (0) = اء فإن ۸ ۸ ۴ = 27 حرة ورتبتها أقل من 
أو تساوي 1 -ء. إذا كانت ×۸ = ,ل حرة ورتبتها 1 فإن N = Rx © Rg, ®... © Rg,‏ 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات الخرّة €۳ 


حيث ( ,,... ,,#) أساس ل × ۸ ۴ . بما أن 1 - 5ى> ‏ فإننا جد أن ۸۷ حرة ورتبتها أقل من 
أو تساوي 5 كما هو مطلوب . 

لنعد الآن إلى الموقف المبين في »)١-1/(‏ حيث N‏ حلقية جزئية من ۴ وحيث ۴ 
حلقية حرة ذات رتبة منتهية 5» ولنفرض آنیا أن كلا من ۴ و N‏ ليست صفرية . ليكن 
f = #5, ...,/,(‏ أساسا ل/» وليكن (,2,... ,,#» = ۸ أساسا ل377 - إن مثل هذا 
الأساس موجود وذلك بالاستناد إلى (۸-۷). با أن العناصر ,۸ تنتمی إلى ۶ فإن 


0 
nı = Saji j (i=1, 2, و‎ 4) 
ا=ز‎ 


حيث ٩‏ هي عناصر في ۸ معينة بشكل وحيد. عندئذ» إن المصفوفة (ه) = 4 من 
النوع 1 × ك وهي معينة بشكل وحيد عن طريق تعيين الأساس المرتب / ل ۴ والأساس 
ا مرتب ”3 . تسمى هذه المصفوفة بمصفوفة # بالنسبة إلى . الآن. سنرى ماذا يحدث 
عندما نأخذ أساسا جديدا */ د ۴ وأساسا جديدا *7 ل27. ما هي علاقة مصفوفة *, 
بالنسبة إلى */ بالمصفوفة 4 ؟ . 

بالاستناد إلى البند الثاني من هذا الفصل» نعلم أن الأساسات الجديدة تعطى 
بواسطة مصفوفات قابلة للانعكاس ؛ أي 


3 

3 

fi = نارح‎ 
=1 


1 5 
3jj‏ = م 
1=ز 


حيث (×) = × مصفوفة من النوع 5< 5 وقابلة للانعكاس على ۸ وحیث (0) = ۲ 
مصفوفة من النوع ۲ ؛ وقابلة للانعكاس على ۸. نستطيع أن نعبر عن العناصر f,‏ 
بدلالة العناصر زر وذلك بواسطة المصفوفة "× . فى الحقيقة» إذا كانت (ر#) = ' × 


فإن: 


١:‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


Opi fk = fi‏ = [ بر ررد = DE‏ اده 
حيث ,8 هي دلتا كرونر» وحيث تتم عملية الجمع بالنسبة إلى الأدلة التي تظهر مرتين . 


: عندئذ» جحد أن‎ 
1 Ey HS BY A f = ZY ji بك‎ Pe f1 
= 8 ye Aj بزلا‎ fT 
=) ar), fr 
هى‎ f* وبالتالى فإن مصفوفة *7 بالنسبة إلى‎ 
A* = XIAY = 


إذن» بإجراء تغيير مناسب لأساس كل من ۴ و ١‏ نستطيع أن نستبدل 4 بأية مصفوفة 
متعلقة بها بالشكل المذكور أعلاه» حيث كل من × و ۲ مصفوفة اختيارية قابلة 
للانعكاس ومن نوع مناسب على ۸ . إن هذه النتيجة تدفعنا إلى إعطاء التعريف التالى . 


)٩-۷(‏ تعريف 

لتكن 4و 8مصفوفتين من نفس النوع على ۸. عندئذ» نقول إن 8 
مكافقة 0721626 11مع) ل 4 (على ۸) إذا كانت توجد مصفوفتان ×و على ۴۸ (من نوع 
مناسب ) ببحيث : 

B=XAY 

في الحقيقة » إن هذه العلاقة من «التكافؤ» هي علاقة تكافؤ» ويستطيع القارئ 
أن يتحقق من ذلك بسهولة . 

الآن» سوف نبين أن النقاش السابق يمكننا من اختزال )١-۷(‏ إلى المبرهنة التالية 
والتي تخص المصفوفات . 


(/ا-١ )١‏ مبرهنة 
لتكن ۸ حلقة تامة رئيسة» ولتكن ۸ أية مصفوفة من النوع 521 على ۸. 
عندئذ» إن 4 مكافئة على ۸ لصفوفة ( 0 ,... ,,0188)0 حيث 4|٠14,‏ 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات اة ١.‏ 


إن المصفوفة ( ,... ,,0188)4 المذكورة أعلاه هي مصفوفة من النوع/ × 5 
وعناصرها الموجودة على القطر؛ أي في الأماكن (/ ,/) ,... ,(2 ,2) ,(1 ,1) هي 
,4 .... ويك ,4 ( mins,‏ = )ء ولكن عناصرها الأخرى أصفار. 

إن استنتاج (۱-۷) من )٠١-1/(‏ أمر سهل . من أجل ذلك» نفرض أن ۸و ۴ 
معرفتان كما في (۱-۷). إذا كانت (0) = ۸ فإننا نأخذ أي أساس ل ۴ ونأخذ جميع 
العناصر 4 أصفارا . إذاكانت  )0(‏ /2» فإننا نفرض أن 7 أساس ل وأن f‏ أساس ل 
۴ كماهو مذكور أعلاه» ونفرض أن 4 مصفوفة 7 بالنسبة إلى /. عندئذ» بالاستناد 
إلى )١٠١-1/(‏ نجد أنه توجد مصفوفتان 1 و ۲ قابلتان للانعكاس على ۸ بحيث 

d)‏ ,... و )138ل = لمالا 

حيث 4,٠14,‏ . وكما هو مذكور أعلاه فإن و ۲ تعينان أساسين جديدين */ و * ل 
”او N‏ وإن مصفوفة *7 بالنسبة إلى *؟ هي (,4 ,... ,(0188)4. إذن : 

وكير د my‏ , :5 ,]1 يك - بم 
هو أساس ل ×. الآن» إذا وضعنا 0 = ,4 > ... = , وتذكرنا أنى> » (في الحقيقة» 
فى هذه الحالة » هى 4)» فإننا نحصل بالضبط على النتيجة .)١-۷(‏ 
٠‏ بناء على ما تقدم» فإن هدفنا الآن هو إثبات .)٠١-۷(‏ وبالتالي فإننا نستطيع 
أن ننسى الحلقيات ۴ و 77 آنيا وأن نر كز على المصفوفات . 


4 - العمليات الصفية الابتدائية والعمليات العمودية الابتدائية 
إن ما سنتعرض له في هذه الفقرة مألوف جدا في ال حالة الخاصة التي تكون 
عناصر المصفوفات فيها منتمية إلى حقل . أولاء يرف ناية بن المريويات انويع 
الخاصة والتي تنتمي عناصرها إلى ۸ (ليس ضروريا تعيين النوع) : 
() 2 ر۴ هي المصفوفة التي نحصل عليها من مصفوفة الوحدة عن طريق تبديل الصف 
¡ والصف ز. 
() )© هي المصفوفة القطرية التي تحتوي على » في الصف ؛ حيث » عنصر 
وحدة في ۸» وتحتوي على 1 في الأماكن القطرية الأخرى . 


1٤٦‏ التفريق المباشر الحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


(اذن) لأي ۸ ء ٣و‏ ع زإن (), ,11 هي المصفوفة التي نحصل عليها من مصفوفة 
الوحدة عن طريق ضرب الصف زبالعنصر ٣ء‏ وجمع الناج إلى الصف :. 
فالمصفوفة (7) ,11 تحتوي على 1 في الأماكن القطرية» وتحتوي على في المكان 
(ز ,ة) وتحتوي على أصفار في الأماكن الأخرى . 

00 تعرف 0ن 11 بنفس الطريقة التي عرفت بها (7), ,2 مع تبديل كلمة (صف» 
بكلمة «عمود» . في الواقع إن (”)بر/ > (”)نن17 » ولكنه من المفيد أن نستعمل 
الرمزين . 
إذ ا «det HE, (r) = det H,;(r)‏ +ع () ر6اعل و 1- = 1 ]عل وهمكذا 

فمحددات جميع هذه المصفوفات عناصر وحدة في 8» وبالتالي فإنه بالاستناد إلى 

(1-1) تكون جميع هذه المصفوفات قابلة للانعكاس . 


)١١-۷(‏ مأخوذة 
إن مفعول ضرب مصفوفة معطاة (من نوع مناسب) من اليسار با مصفوفة : 
(۱) ,هو تبديل الصف : والصف ن 
(۲) )© هو ضرب الصف ابالعنصر س 
(۳) (81,,0هو ضرب الصف زبالعنصر «وجمع الناتج إلى الصف 1. 
إن مفعول ضرب مصفوفة معطاة (من نوع مناسب) من اليمين با مصفوفة 
(5) ,هو تبديل العمود 1 والعمود ز» 
(0) (۷) 6 هو ضرب العمود آبالعنصر لا 
() () 77 هو ضرب العمود زبالعنصر ٣وجمع‏ الناتج إلى العمود 1. 


البرهسسان 
إن هذه حقائق بسيطة» وإننا نفضل أن نترك القارئ يقنع نفسه (على قصاصة 


»م 


من الورق) بصواب هذه الحقائق » على أن نحضر ترميزا مفصلا من أجل برهانها. 


ا لحلقيات الجزئية من الحلقيات اة 1¥ 


(۱۲-۷) تعريف 

تعرف الفحاليات ا موضوقة ق( 0 و10 = )> بالعمليات اة 
الابتدائية Jle(elemeniary row op€rQfi0"5)‏ مصفوفة » كما تعرف تلك ا موصوفة 
في )١١-۷(‏ و »)٦( - )٤(‏ بالعمليات العمودية الابتدائية اام (elementary‏ 
operations)‏ . 

من المفيد أن نذكر أنه لإجراء عملية صفية ابتدائية » فإننا نجري تلك العملية على 
مصفوفة الوحدة المناسبة ثم نضرب من اليسار بالمصفوفة الناتجة ؛ وبالمثل فإننا نضرب 
من اليمين عند إجراء العمليات العمودية . با أن المصفوفات التى تنجز المهمات هى 
تصفرنات قائلة وای فان كل عملية مح هذه العمليات العا سيوف حول ا 
مصفوفة إلى مصفوفة مكافئة لها. إذن» نستطيع أن نبرهن أن مصفوفتين متكافئتان 
عن طريق إثبات أنه يمكن تحويل إحداهما إلى الأخرى بواسطة عمليات ابتدائية متتالية» 
وفي الوقت نفسه نترك المؤثرات المصفوفية الحقيقية تتراجع بعيدا عن الأنظار . إذا كان 
هناك أي سبب يجعلنا بحاجة إلى معرفة تسلسل المصفوفات المحولة فإننا نجري 
العمليات الصفية المتتالية المناسبة على مصفوفة الوحدة المناسبة من أجل الحصول على 
المؤثر الأيسر» ونجري العمليات العمودية على مصفوفة الوحدة المناسبة من أجل 
الحصول على المؤثر الأين . في الحقيقة» إن إجراء العمليات الصفية الابتدائية يتم عن 
طريق الضرب المتتالى من اليسار بمصفوفات ابتدائية ,ل ,... , ,× ؛ إن المفعول التراكمى 
لهذ العطلبات رم بواسطة الضرت من البسارب ب = .وإن هذه الصقوفة 
هى المصفوفة التى نحصل عليها عن طريق إجراء نفس متتالية العمليات الصفية على 
ت 


ه - برهان (/ا- )١ ١‏ في حالة الحلقات الإقليدية 
من المفيد أن نبرهن )٠١-۷(‏ أو لا فى الحالة الخاصة بالحلقات الإقليدية» وذلك 
لأن هلا اوضع هو الذي سوق بكرن موهم اعتمانناعندما ترس التطيقات : علازة 
على ذلك. إن البرهان الخاص بالحلقات الإقليدية أسهل نسبيا من البرهان الخاص 
بالحلقات التامة الرئيسة الاختيارية . 


١8‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 

إذن » سوف نأخذ مصفوفة اختيارية 4 من النوع ۲ × و على حلقة إقليدية ۸ 
(مزودة بدالة إقليدية 4)» وسوف نبين الكيفية التي يتم بها اختزال 4 بواسطة عمليات 
صفية ابتدائية وعمليات عمودية ابتدائية إلى مصفوفة من الشكل (4 ,... ,)0138 
حيث 17 ,10105 = » وحيث ,4| ٠٠٠‏ |42 | . وسوف يثبت هذا )٠١-١1/(‏ فى الحالة 


الخاصة التى تكون فيها ۸ حلقة إقليدية . 
مرحلة الاختزال الأولى 

إن هدفنا في هذه المرحلة هو اختزال 4 إلى مصفوفة مكافئة © من النوع 1 × ى 
ومن أ لشكا الخاص 


(£) 





حيث ,4 يقسم كل عنصر من عناصر *0 . سوف نصف متتالية منتهية من العمليات 
الصفية الابتدائية والعمليات العمودية الابتدائية بحيث إذا أجرينا هذه المتتالية على 4. فإننا 
نحصل على مصفوفة من الشكل (£) أو على مصفوفة (,5) = 8 من النوع ؛ × ك محققة 
ار 

(Db, > %2) ($) 

في الحالة الأخيرة» نعود إلى نقطة البداية ونطبق متتالية العمليات مرة ثانية. 
إما أن نصل إلى (£)» وفى هذه الحالة نتوقف» أو نصل إلى (8) مرة ثانية» وفى هذه 
اا فنا أن قيمة الحتصر القائد راط 20089 نكر واهدة الجملة: دافم اندلا 
بد لنا أن نصل إلى (8) بعد عدد منته من الخطوات» لإنه إذا لم يتحقق ذلك فإن كل 
تطبيق لمتتالية العمليات يعيدنا إلى (3) كما أن قيم العناصر القائدة في المصفوفات بواسطة 
© تكون متتالية من الأعداد الصحيحة غير السالبة» وهذه المتتالية غير منتهية ومتناقصة 
فعليا. ولكن بالطبع لا يمكن أن توجد مثل هذه المتتالية . 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات الخرة ۹ 


إن متتالية العمليات هي كما يلي : إذا كانت 4 المصفوفة الصفرية فإن 4 من 
الشكل (6) ؛ إذاكانت 4 غير صفرية فإنه يوجد عنصر غير صفري في 4» وعن طريق 
إجراء تبديلات مناسبة للصفوف وللأعمدة» فإنه يكن نقل هذا العنصر إلى الموضع 
القائد. إذن» نفرض أن 0 ± ,,» ونعتبر الحالات الثلاث الممكنة التالية : 


الحالة )١(‏ 
يوجد عنصر ره في الصف الأول بحيث 1j‏ . بالاستناد إلى خواص 
الحلقات الإقليدية نستطيع أن نكتب 
j = 40 FF‏ 


حيث 0 = ۲ أو ( 0)4 > 900 . بما أن زر»] © فإنه يجب أن يكون ۶0 / وبالتالي فإن 
(,©)0 > (6)0 . اضرب العمود الأول بالعنصر 4 واطرح الناتح من العمود رثم بدل 
العمود الأول والعمودز. وهذا يستبدل العنصر القائد ,,» بالعنصر ١ء‏ وبالتالى فإننا 
نصل إلى (8) . 


الحالة (؟1) 
يوجد عنصر ,,4 في العمود الأول ببحيث 4114 . في هذه الحالة» نتبع طريقة 
الحالة »)١(‏ لكننا نتعامل مع الصفوف بدلا من الأعمدة فنصل إلى (8) . 


الحالة (۳) 

,» يقسم كل عنصر في الصف الأول وكل عنصر في العمود الأول. في هذه 
الحالة» نستطيع أن نستبدل جميع عناصر الصف الأول ما عدا ,,4 بأصفار عن طريق 
طرح مضاعفات مناسبة للعمود الأول من الأعمدة الأخرى. بالمثل. نطرح مضاعفات 
للصف الأول من الصفوف الأحرى » وبالتالي فإننا نحصل على مصفوفة من 
الشكل 


١66‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 





إذا كان ۾ يقسم كل عنصر في *2» فإننا نكون قد وصلنا إلى (4)ء وهذا ما نريد. 
وإذالم يكن الأمر كذلك. فإنه يوجد عنصر رر بحيث زن4]] ©. في تلك ال حالة نجمع 
الصف : إلى الصف العلوي ؛ ويعيدنا هذا إلى الحالة )١(‏ وهذه بدورها تجعلنا نصل 
إلى (8) . 

إذن» لقد رتبنا الأمور بحيث تكون نتيجة كل من الحالات الثلاث مصفوفة 
مكافئة للمصفوفة 4» وبحيث تكون تلك المصفوفة من الشكل ©) أو تحقق (8) . 
وبتكرار تطبيق ما سبق» نصل إلى (£) بعد عدد منته من ا لخطوات ٠»‏ وبالتالي فإننا نكون 
نذأ قرا مرا لاسرال الأو ىت 


الانتهاء من الاختزال 

من السهل أن نرى الكيفية التى توصلنا إلى الانتهاء من الاختزال. وذلك لأننا 
عندما تفل إلى ©2 نكو قد اخرلا بسكل فال عة المصفوفة التي تتعامل معها : 
عندئذ» نستطيع أن نطبق الطريقة على المصفوفة الحزئية 0# فنختزل سعتهاء وهلم جراء 
تاركين متتالية من العناصر القطرية كلما تقدمنا . وهناك نقطتان مهمتان جديرتان بالذكر. 
النقطة الأولى هي أن أية عملية ابتدائية على *© تقابل عملية ابتدائية على © لا تؤثر 
على الصف الأول ولا على العمود الأول . النقطة الثانية هى أن أية عملية ابتدائية على 
*ج ا جارك عاض بهار ات غا و الفا قير ا 
4 يقسو هذه العناصر الجديدة. إذن» في نهاية الأمرسوف نصل إلى مصفوفة من الشكل 
(,4 ,... ,,188)4ل حيث 4| ٠٠١‏ جك |.ك كما هو مطلوب . في سبيل ايضاح هذه العملية 
فإنناء في نهاية الفصل. سوف نعطي التفاصيل الكاملة لمثال عددي . 
ملاحظة 

إن المصفوفات (),© المذكورة فى البند ٤‏ قد ضمنت فى ذلك البند ابتغاء 
الكمال. عادة ما تحتوي قائمة العمليات الابتدائية على العمليات التي تقابل تلك 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات اة 6١‏ 


المصفوفات» ولكننا لم نستخدم تلك العمليات في عملنا المنجز أعلاه. وغالبا ما تكون 
تلك العمليات مهمة فى حالات خاصة - على سبيل المثال» إذا كانت ۸ حقلا فإننا 
باستخدام تلك العمليات نستطيع أن نستبدل جميع العناصر غير الصفرية ,4 بالعنصر 
1 وإذا كانت 7 = فإننا نستطيع أن نستخدم تلك العمليات من أجل استبدال جميع 
العناصر غير الصفرية ,0 بعناصر موجبة . 


؟ - الحالة العامة 
إن أسلوب البرهان - في هذه الحالة - لا يختلف كثيرا عن الأسلوب المتبع في 
البند ه . إن الاختلاف الرئيسى هو أن العمليات الصفية الابتدائية والعمليات العمودية 
الابتدائية غير كافية لإنجاز الاختزال» وبالتالي فإن نوعا آخر من «العمليات الثانوية» 
سوق کرت لھ دور ف غملية لاال 
إذا رغبنا أن نقلد البند 5 » فإن واجبنا الأول هو أن نجد شيئا يؤدي دور الدالة 
الإقليدية. من أجل ذلك فإننا نعرف «دالة الطول» 2 على *۸ حيث ۸ حلقة تامة 
رئيسة . إذا كان *۸ »ع / فإنه بالاستناد إلى (5 )١5-‏ يمكن كتابة ” على الشكل 
...طلا در 
حيث ا عنصر وحدة. ,م عناصر أولية في ۸ و 0< ”. إن بعض ميزات هذه العبارة 
ميزات وحيدة» والعدد الصحيح ۸ هو من تلك الميزات الوحيدة . نعرف ۸ بواسطة 
۸ = (0)ة ونسمي (2)7 «طول» (1608)50) العنصر7. واضح أن 
r = (r) + 20 (6‏ الكل *8 rr e‏ 
الآنء سوف نبين الكيفية التي يمكن بها اختزال أية مصفوفة اختيارية 4 من النوع 
×٤‏ على إلى مصفوفة قطرية من النوع المطلوب» وذلك بواسطة متتالية من العمليات 
التي تقابل كل عملية منها الضرب بمصفوفة قابلة للانعكاس . 


مرحلة الاختزال الأولى 

كما سبق» تتألف هذه المرحلة من تطبيقات متعاقبة لمتتالية من العمليات المختارة 
بحيث يوصلنا كل تطبيق إلى (4) أو إلى الشرط الذي نحصل عليه عن طريق استبدال 
© بدالة الطول ۸ في (8). 


\o۲‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


نحتاج إلى تعديل متتالية العمليات فقط في الحالتين )١(‏ و (۲)» وسنكتفي 
بشرح ما يحصل في الحالة .)١(‏ في هذه الحالة 0 ,© ويوجد ز بحيث /ك ز > 1 
وا نستطيع أن نفرض أن 2 = تر وذلك بواسطة تبديل الأعمدة ؛ إن 
هذا ليس إلا ترميزا مفيدا. بالاستناد إلى )۱۹-٤(‏ يوجد عامل مشترك أعلى 4 
للعنصرين ,,© و ,© . عندئذ يكون 


)7( رلك = يه , ,لك 2 ıı‏ 

وا أن 1142© فإن ,اليس عنصر وحدة. إذن 1 < («)2 وبالاستناد إلى (6) 
يكون 

A(@ < (بهلة‎ (8) 


باستخدام )١9-5(‏ يكون «Ra, + Ra, = Fd‏ وبالتالى فإنه یو جد © ر× ,× 
۸ بحيث ر۵ ,نا + ره × = 4 . عندئذ بالاستناد إلى (7)ء فإن (رلرر× + ,400,2 = 4 


2 12 


وبالتالي فإن 1 > رر ورا + ,2 ×. إذن» محدد المصفوفة 


Xx درد‎ 


X2 84 





0 14-2 


والتي هي من النوع 1 × 1» هو 1» وبالاستناد إلى (/75-1) إن هذه المصفوفة قابلة 
للانعکاس . 

الآن» نعتبر المصفوفة 45. إنها مكافئة ل 4. وإن عنصرهاالقائد هر 
4 = ره ند + ,4 ×. إذن» بالاستناد إلى (8)» إنها مصفوفة تحقق (8). أو بالأحرى 
تحقق الشرط الذي نحصل عليه من (8) عن طريق استبدال الدالة م بالدالة 2 . 


الانتهاء من الاختزال 
يتم ذلك تماما كما فى الحالة الخاصة بالحلقات الإقليدية . 





الحلقيات الجزئية من الحلقيات الخرة 1o۳‏ 


- العوامل اللامتغيرة 
لقد أثبتنا أن أية مصفوفة 4 من النوع / × ى على حلقة تامة رئيسة ۸ تكافئ 
فة من الشكل (,4 ,... ,01884 حيث ,,4| 4.٠٠٠١‏ . سنثبت في النهاية أن 4 تعين 
العناصر القطرية ,4 ,... .4 بشكل وحيد تقريبا ؛ في الحقيقة» إن تلك العناصر تعين 
تحت سقف العناصر المتشاركة . الآنء نرغب في إثبات ذلك ونبدأ بإعطاء تعريف قد 


يبدو محظورا عند النظرة الأولى . 


١-0‏ ) تعريف 
لتكن 4 مصفوفة من النوع 1 × 5 على ۸» وليكن (1 ,)۳۸> أك 1. نعرف 
(4) ل بأنه ا مالي في ۸ ا لم ولد بج بجميع ا مصغرات من النوع أ -minors)‏ -1) في 4 . 

5 كانت 1 رتاوم اف و من ي وا 
نحصل عليها من 4 عن طريق حذف عدد مناسب من الصفوف والأعمدة (مع تثبيت 
ترتيب الصفوف والأعمدة الباقية) يسمى مصغرا من النوع :في 4.. وهكذا فإن مصغرا 

من النوع أ في 4 هو عنصر في الحلقة التي تند تنتمي إليها عناصر ۸ . وإننا نحذر القارئ 
هناء أن كثيرا ع ذافن e‏ (رمرواك السنار يه E‏ ينها رلا 
يستخدمها لوصف المحدد. 

إن نص الوحدانية الذي نود أن نبرهنه هو عبارة عن نتيجة للمأخوذة 

التالية. 


)١ 4-1‏ مأخوذة 

لتكن 8 .4 مصفوفتين من النوع ۲ × على 1» ولنفرض أن ۸ و 8 متكافئتان 
على ۸. عندئذ» إن (8) 3 = (4) 7 لکل !١‏ ,ى)صتم > اک 1. 

قبل أن نبرهن هذه المأخوذة سنبرر اهتمامنا بها بأن نستنتج منها نص الوحدانية 
الذي نود الوصول إليه . 


1١0:‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


)١6-1/(‏ مبرهنة 

لتكن ۸ مصفوفة من النوع 1 × 5 على ۸ء ولتكن ( 0 .... gD = diag(d,‏ 
d8) ..., 0/(‏ = '2 مصفوفتين مكافئتين للمصفوفة #على ۸» حيث 
(/ ,ككصتم = cu‏ ي4| 4٠٠٠١‏ و 4٠٠١4,‏ . عندئذء إن ؛2 - رك لكل »ك أك 1 . 


اللرهان 

إن أي مصغر غير صفري من النوع ¡ في 2 يكون من الشكل ,ز4... رزه زك 
حيث بر > ... > رز > ,ثر. إن هذه العناصر قابلة للقسمة على المصغر ,4 ... ره ,#4والذي 
هو من النوع 1. إذن (4 ... ,۸)4 = (7)2 ؛ وبالمثل» إن (/4 ... ۸)4 - ('2)رل . 
الآنء إن كلا من 2 و تكافئ 4 وبالتالي فإنهما متکافئتان ؛ إذن باستخدام )۱٤-۷(‏ 
يكون (/7,)2 = (7:)2 . وبالتالي فإنه بالاستناد إلى )٤-٤(‏ يكون 

d~ 4) ... 4 (9)‏ ... رك لكل * ,... ,2 ,1 ع ز 

ضع 1= e‏ وضع 4 ... |4 = e,‏ لكل اك 1 > 1 . بالمثل» عرف © . عندئذ» 
باستتخدام (9) نجد أنه يو جد عنصر وحدة ۸ © ,لا بحيث (1 > 1 > 0)/ ر۷ = ٤‏ . إذن» 
إذا كان » > 7 > 0 فإن 

€+] 2 di, €; = di إلا‎ © 


ع 


وايضا © Vir df‏ - رمه ربولا > €1 

وبالتالي فان ربك بر۷ = زلا جره وبمك بير "ر۷ = ويرك ٠‏ لذن بإ - ربرك . 
لإثبات المأخوذة نبدأ بإعطاء الملاحظة التالية . لتكن 2 مصفوفة من النوع 

على ۸ء وضع (,,4 .... ,4) = 2 حيث ,4 ,... .,4 هي أعمدة 2 . ليكن كل 

من 4 و ل متجها عموديا طوله 7 وعناصره من ۸» أي أن )4 و '/4 مصفوفتان من 

النوع 1 > على ۸ . عندئذ. إن 

det(df + df, ,يك‎ .... dy) - موك م0 )اعل + (ررك .... ,يك ئ4)اع0‎ -.., dy) 
.rER لكل‎ det(rd,, dy, .... d,) = rdet(d, ميك‎ .... d,) و‎ 


j9 وو‎ ° 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات ا لحر ١6‏ 


من المحتمل أن تكون هذه الحقائق مألوفة للقارئ في حالة المصفوفات على 
حقل» وكما في تلك الحالة فإنه يمكن إثباتها عن طريق نشر المحدد بواسطة العمود 
الأول أو مباشرة عن طريق التعريف . كذلك فإن ملاحظات مشابهة تنطبق على 
الأعمدة الأخرى . فإذا كان لدينا مصفوفة 2 من النوع 7 ×1 ووضعنا مكان عمودها 
رقم أ تركيبا خطيا من الأعمدة ,ء ,... ,,© على #» فإن محدد المصفوفة الناتجة يساوي 
تركيبا خطيا (على ۸) من محددات المصفوفات التي نحصل عليها من 1 عن طريق 
استبدال العمود رقم ا بالأعمدة ,© ,... ,على التعاقب . وإذا طبقنا هذا المبدأ على كل 
عمود تباعا فإننا نستطيع أن نصل إلى النتيجة التالية . لنفرض أنه قد أعطينا مجموعة 
من المتجهات العمودية ٠,‏ ,... ,,© التي طو لها وعناصرها من ۸. لتك نك هي مجموعة 
المصفوفات من النوع 7:7 التي يمكن تكوينها من هذه الأعمدة (حيث نسمح 
بالتكرار). الآن» لتكن © أية مصفوفة من النوع 7:77 بحيث تكون أعمدتها تركيبات 
خطية من ٩,‏ ,... ,© . عندئذ» إن 0610 هو تركيب خطى من عناصر من الشكل 061117 
حیث ک > 77. إذن 0610 ينتمي إلى المثالي (في ۸) راد بواسطة العناصر ۷ء 
حيث ۷ تتغیر على ک . ۰ 

الآنء لتكن (4 ,... ,,») = 4 أية مصفوفة من النوع ۲ × ك على ۸» ولتكن × أية 
مصفوفة من النوع ×1 على ۸. نعتبر 4. إن العمود رقم : في هذه المصفوفة مشغول 
با متجه العمودي )»> . نريد أن نفحص مصفوفة جزئية نموذجية من النوع ¡ × i‏ 

ادر 

فى ×4. لتكن (إز,... ,,() = ل هى مجموعة الصفوف المتضمنة فى 28 بحيث تكون 
مدونة بالترتيب الطبيعي . مدقل إن امن کات ك ر اع جزئية) فى 
4؛ أي» تركيبات خطية من الأعمدة ا یالرل طلى قن طرق ار 
العناصر التي أرقامها بر ,... ,في ,» . إذن» إن المصغر المقابل 06117 من النوع :هو 
تركيب خطي (على ۸) من العناصر 

aj) (10)‏ 1 ,يه )عل 


١65‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


وهذه العناصر هي محددات مصفوفات جزئية من النوع 1 × 1 مكونة من 
اختيارات من الأعمدة زه . الآنء إن المحدد (10) يساوي صفرا إلا إذا كانت ,۸ ,... ,م 
مختلفة» وفي ال حالة الأخيرة فإننا نستطيع أن نجعل ترتيب أعمدته نفس الترتيب الذي 
تظهر فيه تلك الأعمدة في 4 عن طريق تغيير في الإشارة» وبالتالي فإن المحدد في 
الحالة الأخيرة يساوي + أو - مصغر من النوع :في 4. إذن» إذا كانت 8 أية مصفوفة 
جزئية من النوع :12 في 4ء فإن 181 ت ركيب خطي من مصغرات من النوع في 4» 
وبالتالي فإنه ينتمي إلى المثالي (7,)4 المولد بواسطة هذه المصغرات . إذن 
c J(4)‏ تفل 
كذلك ٠‏ إذا أجرينا نقاشا مشابها مستخدمين الصفوف فإننا نجد أن 
J(YA) c J(4)‏ 
لأية مصفوفة ۲ من النوع 8 × 5. إذن 
J{YAX) c J(4)‏ 
إذا كانت ۲ و × قابلتين للانعكاس وكانت ×۲4 = 8 فإن "×۲8 = 4 وبالتالي فإن 
J(4) c JB)‏ 
إذن» إن هذين المثاليين متساويان وبالتالي فإن هذا يثبت المأخوذة .)٠٤١-۷(‏ 


ملاحظة 
كالعادة» لقد أعطينا نص المأخوذة ١5-1‏ ) بالنسبة إلى الحلقات التامة الرئيسة» 
ولكن المناقشة تظهر أن تلك المأخوذة صحيحة بالنسبة إلى أية حلقة إبدالية بمحايد. 


)١-90(‏ تعريف 

لتكن 4 مصفوفة من النوع ۲ »5 على ۸» ولتكن (4.... ,)132ل = 2 مصفوفة 
قطرية مكافئة ل 4 على ۸ بحيث | 4|02٠ ٠٠٠‏ . عندئذ» تسمى ال متنالية 4 .... ,4 
متتالية عوامل لامتغيرة (18]055 811812 1097[) للمصفوفة 4 على ۸. تسمى 
(4 ,... ,,0188)4 مصفوفة عوامل لامتغيرة للمصفوفة 4. 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات ار /اه١‏ 
الآن» يمكن تلخيص البرهنتين )٠١-1/(‏ و )١0-1/(‏ بالطريقة التالية : 


(۱۷-۷) مبرهنة 
تتكافاً مصفوفتان من النوع + >5 على حلقة تامة رئيسة ۸ إذا وفقط إذا كان لهما 
(«نحت سقف العناصر ال متشاركة) نفس متتالية العوامل اللامتغيرة على ۸ . 


ملاحظة 

لقد عرفنا مفهوم التكافؤ بالنسبة إلى حلقة خاصة ۸» وهذا ما فعلناه سابقا مع 
مفاهيم أخرى . من الممكن أن تكون مصفوفتان عناصرهما من ۸ غير متكافئتين على 
1 ولكنهما متكافئتان على حلقة 5 حيث 5 أكبر من ۸ (انظر تمرین ۳) . 


8 - الخلاصة ومثال محلول 

عند هذه المرحلة» يكن للقارئ أن يقدر تقديمنا عرضا موجزا لما قد حققناه فى 
هذا الفصل الطويل . لكنذكان عنقنا] لعل راس العالاقة ورك يك مدا تعره 
وذات رتبة منتهية» و 27» حيث N‏ حلقية جزئية ؛ كذلك أردنا أن نثبت أنه يكن اختيار 
أساس f,‏ ,... ,47 ل ۴ بحيث يكون (, 4 ,... ., ,44 أساسا ل ل لمجموعة مناسبة من 
العناصر (,4 ,... ,4 التي يقسم كل منها العنصر الذي يليه. وأثناء تلك الدراسة» 
أثبتنا أن رتبة حلقية حرة هى لامتغير حسن التعريف (۲-۷). كما أثبتنا أن الحلقية 
الجزئية ١هي‏ نفسها حرة (۸-۷)» وبالتالي أصبح من الممكن الحديث عن أساس ل 
.N‏ 

لقد قرنا مصفوفة 4 بأساسين معطيين ۸ و f‏ ل ٧و ٨‏ على الترتيب . كذلك» 
استطعنا أن نصف المصفوفات المقابلة لتغيير في الأساس عن طريق دراسة العلاقة بين 
التشاكلات الداخلية للحلقيات والمصفوفات . وعرفنا أن المصفوفة المقابلة لأساسين 
جديدين *7 و * و ۴ تأخذ الشكل 4۲×؛ حيث كل من ×و ۲ مصفوفة قابلة 
للانعكاس ؛ أي تأخذ شكل مصفوفة مكافئة ل4 . الآن» نستطيع ترجمة المسألة الأصلية 


10۸ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


إلى مسألة عن المصفوفات ؛ ببساطة» لقد كان علينا أن نبرهن أن 4 مكافئة 
ل( 4 ,... .diag(dı,‏ 

لقد عرفنا العمليات الابتدائية بحيث تقابل الضرب من اليسار أو من اليمين 
بمصفوفة قابلة للانعكاس »› وبالتالى فإن تطبيق عمليات ابتدائية على مصفوفة . كان ينتج 
مصفوفة مكافئة لها. ثم تسلحنا بالعمليات الابتدائية من أجل اختزال 4 إلى الشكل 
القطري المطلوب . فى حالة الحلقات الإقليدية» كان من السهل إثبات أنه يمكن تنفيذ هذا 
الاختزال في عدد منته من الخطوات» وذلك بمساعدة الدالة الإقليدية 0 . حتى نحقق 
ذلك بالنسبة إلى حلقة تامة رئيسة اختيارية » كان علينا أن نجد بديلا للدالة م ؛ لقد ساعدنا 
في ذلك» الدراسة التي قمنا بها في الفصل الرابع حول وحدانية التحليل في الحلقات 
التامة الرئيسة. ولقد جعلتنا هذه الدراسة قادرين على تعريف دالة الطول على الحلقة . 
ثم استندنا إلى عملية إضافية وأجرينا تعديلا طفيفا على دراستنا السابقة من أجل أن نتم 
البرهان في ا حالة العامة . أخيراء أثبتنا أن العناصر ,| ٠٠١‏ |4,|4 هي عناصر معينة بشكل 
وحيد تحت سقف العناصر المتشاركة . 

سوف نختم هذا الفصل بإعطاء بعض الأمثلة العددية وذلك من أجل توضيح 
الكيفية التى تعمل بها طريقة الاختزال المعطاة فى البند (0) . 


مثال محلول 
لتكن 
9 8 7 
T= 4 5 6‏ 
3 2 1 
أوجد مصفوفتين × و ۲ من النوع 3 × 3 على 7 بحيث تكون 1۲× مصفوفة عوامل 
لامتغيرة للمصفوفة 1. 


إن واجبنا الأول هو أن نختزل 7 إلى مصفوفة عوامل لامتغيرة عن طريق 
العمليات الابتدائية الصفية والعمودية. با أننا نريد أن نحصل على × و ۲ فإنه يجب 


الحلقيات الحزئية من الحلقيات اة ١04‏ 


علينا أن نتذكر تسلسل العمليات المستخدمة . فيما يلي نعطي ترميزا مختصرا من أجل 
و ا 
,۴ + ,۸ تعني تبديل الصف : والصف ز» 
08 + ,۸ تعني ضرب الصف زبالعنصر © وجمع الناتح إلى الصف اء 
44 تعنى ضرب الصف : بعنصر الوحدة : (±1 = ا فى الحالة التى ندرسها 
الآن). ۰ 
تتعلق هذه الرموز بالعمليات الابتدائية الصفية . كذلك» هناك ترميز مشابه 
للعمليات الابتدائية العمودية ونحصل عليه بواسطة وضع © مكان ۸. 
إن أسرع طريقة لبدء الاختزال (رغم أنها ليست ضرورية) هي أن نجد عنصرا 
غير صفري بحيث تكون قيمته بواسطة0 أصغر ما يكن » ثم نحضره إلى المكان القائد . 
إذن» نجد أن 


7 8 9 1 2 3 
AS ,تهت‎ ESR 4-88 
1 2 3 7 8 9 





]1 2 3 
0 
و‎ ~3 6 
R; - 7R, 
|0 6 -2 
1 0 0 
a 
6ه 3- 0 و‎ 
e |0 6 -2 


ويوصلنا هذا إلى ©). الآنء بما أن الصف الأول والعمود الأول لا يتغيران» فإننا 
نستطيع أن نطمسهما على شرط أن نواصل ترقيم الصفوف والأعمدة كصفوف وأعمدة 
في المصفوفة الأصلية . إذن» نواصل كما يلي : 


0 60-2620113 6- 3 6 3 
وب 15-2 — 
0 160110- 0 0 2 6 


1۰ التفريق المباشر لخلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 
إذن» لقد اختزلنا المصفوفة7 إلى المصفوفة 

1 0 0 

0 3 0 

0 0 0 


وبالتالي فإن 0 ,3 ,1 متتالية عوامل لامتغيرة للمصفوفة 7 على 7. 

لايجاد المصفوفة × » فإننا نطبق العمليات الابتدائية الصفية المستخدمة أعلاه 
على مصفوفة الوحدة ,1» ولإيجاد ۲ نطبق العمليات العمودية على ,1. يستطيع 
القارئ أن يتأكد بسهولة أن تطبيق العمليات يعطي 


0 0 1 1 2 1 
X =|0 1 4l, 7 =0 -1 2 
1 2 -1 0 0 1 


ومن المفيد أن يتأكد من صحة الحسابات عن طريق حساب حاصل الضرب 1017 


مباشرة . 
0 2 
3 0 


إذا بدأنا بالمصفوفة 
فإننا نحصل على أحد الأوضاع السهلة التي تظهر فيها الحالة (1). في تلك الحالةء 
نجد أن الطريقة التالية هى إحدى طرق الاختزال. 


2 0111-ه©6 3 2 0 2 
يده و1 +8 هيد 
0 60[13ج6 06 3 0 3 0 


0 1 20 - و6 
15-3 مداه 
6 0 
و1 »ا 1- 


وبالتالى فإن 6 ,1 متتالية عوامل لامتغيرة فى هذه الحالة . 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات الحرة 5١ ٠‏ 


تمارين على الفصل السابع 
5 

6 ا 

A= 2 2 4 

6 6 15 


أوجد مصفوفتين × و ۷ على 2 بحيث تكون 4۲× مصفوفة عوامل لامتغيرة 


للمصفوفة 4 على 1. 
احسب مصفوفة عوامل لامتغيرة على [×]0) لكل من المصفوفتين 
1-x 1+x Xx x 0 0‏ 
x 1-× 11| )( 0 1-x 0 |)‏ 
1+x 2x 1 0 0 1-2‏ 


ماذا تعني علاقة التكافؤ بالنسبة إلى المصفوفات من النوع 1 × 1؟ أعط مثالا 
لمصفوفتين على 7 بحيث تكونان غير متكافئتين على 1 لكنهما متكافئتان على 
.Q‏ 

أثبت أن كل مصفوفة من النوع ٤‏ × ء على حقل 16» تكافئ على #مصفوفة من 
الشكل (0 ,...,0 ,1 ,...,1 ,4188)1 . أوجد عدد فصول التكافؤ التي تنقسم إليها 
المجموعة المكونة من جميع المصفوفات من النوع × ى على 6ل بالنسبة إلى علاقة 
التكافؤ على £ . 

لتكن ۸ حلقة تامة رئيسة» ولتكن ۸ مصفوفة من النوع ۸ ×۸ على . أثبت أن 
4 قابلة للانعكاس إذا وفقط إذا كانت 4 تكافئ مصفوفة الوحدة من النوع ۸ × ۸ 
على . أثبت أنه إذا كانت ۸ حلقة إقليدية» فإن المصفوفات الابتدائية من النوع 
# × ” تولد الزمرة المكونة من جميع المصفوفات القابلة للانعكاس من النوع 
۸ × ۸ على . إذا كانت ۸ حلقة تامة رئيسة» فما هي النتيجة المقابلة ؟ . 
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التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


لتكن 4 هى المصفوفة 
1-7 1+7 2 
0 4 8+61 


والتي تنتمي عناصرها إلى حلقة أعداد جاوس ۸. أوجد مصفوفتين مربعتين × 

و على ۸ بحيث تكون 4۷× مصفوفة عوامل لامتغيرة للمصفوفة 4 على ۸ . 

ما الجواب إذا استبدلنا € ب ۸؟ 

لتكن ۸ حلقة تامة . أثبت أنه إذا كانت 4 مجموعة جزئية من "(۸م) بحيث 4 

(إرشاد: اطمر ۸ في حقل كسورها ۸ المنشأ كما في البند )١(‏ من الفصل الرابع 

واعتبر أن "(۸۾) مطمورة في "۸) 

لتكن ۴ حلقية حرة على حلقة تامة رئيسة ۸ وليكن 7,7 ,... ,47 اساسا ۴ . 

نفرض أن ۸ © ,”,... ,ر٣ ٣,‏ عناصر عددها ۸ وعاملها المشترك الأعلى هو [1]. 
7 

لیکن :/ :8217 = ؟ . بالاستناد إلى )١1-1/(‏ أثبت أنه توجد حلقية جزئية *۴ من 
i=]‏ 

۴ بحیث *۴ © ۸ = ۴. استنتج أنه توجد مصفوفة قابلة للانعكاس من النوع 

۸ × ۸ علی ۸ بحيث يكون عمودها الأول هو ٣,‏ .... ,,7. 


ثبت أن 
1 8 
A=‏ 
Xx 2‏ 


غير مكافتة على [×]2 لمصفوفة قطرية . (إرشاد: اعتبر المثاليات (7,)4) . 


(لفمم (لاس 


الآن» نحن في وضع مناسب لصياغة المبرهنة الرئيسة في هذا الكتاب وإثباتها. تعطي 
هذه المبرهنة معلومات تفصيلية حول بنية الحلقيات المولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 
۸. وفى الحقيقة» إنها تؤدي إلى تصنيف لهذه الحلقيات (بدلالة بعض المتتاليات التي 
تكد عناضرها إلى 08 وذلك عن ريق التعبي رط تلك اشلعيانع كا متاقترة 
لبعض الحلقيات الجحزئية الدوروية . فى هذا الفصل سوف نبين الكيفية التى يُصِمّى بها 
هذا الجمع المباشر إلى صيغته الأساسية حيث لا يمكن تفريق المر كبات . في كل مرحلة 


١‏ -المبرهنة الرئيسة 
نحتاج أولا إلى مأخوذة بسيطة تتعلق بالمجاميع المباشرة للحلقيات على حلقة 
بمحايد. 


)١-(‏ مأخوذة 


لتكن 1 حلقية على ا حلقة ۸» وافرض أن 1امجموع مباشر داخلي 
.ا © ... © رآ = اللحلقيات ا جزئية ,1. لكل افر ض أن ١١,‏ حلقية جزئية من ,1 
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1٤‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


1 
وافرض أن N = ١77:‏ . عندئذ» إذا كان ١‏ هو التشاكل الطبيعي 1/77 ج ا فإن : 
1-1 5" 


v(L) = LIN, انآو‎ = v(L) = v(L) © ... © v(L) 


البرهان 


4 
إذا كان[ » 1ء فإن 1-951 حيثبةآء ,اوبالتالي فإن 
i=l‏ 


1 1 
(ب#)مدرؤءع ( )مداخ = (7)< . إذن(: 0 (.1)* . لإثبات أن هذا المجموع مباشر 
i=1 i=]‏ 


نفرض أن ( ;۷)1 زج €۷)1;(۸ × . عندئذ» فإن ( ;۷)1 -(]1)» = × لحيث 


اعول أعول 


1 . إذن عم مدع 0 وبالتالي فإن ekerv = N = IN;‏ رار - 


j#i j 


1 
إذن رل = 1< - ا حيث ,۸ © ,۸. ا أن ,1< مجموع مباشر فإننا نجد أن 
اعم j*i‏ 
n; € N; c ker»‏ = ¥ » وبالتالى فإن0 = (,1)« = عد . إذن (رل)نا © ... © vy)‏ = (ل)ا. 
الآنء إن قيد نواة ۷ على ,1 يساوي ,۸ = ,£ 0 /2» وبالتالى فإننا بالاستناد إلى )٠١-٠١(‏ 
جد أن L/×,‏ = (.ق)نا. 
الآن نتقدم نحو النتيجة الرئيسة. 


(۲-۸) مبرهنة 
لتكن ۸ حلقة تامة رئيسة » ولتكن 1 حلقية مولدة نهائيا على ۸ . عندئذ» يکن 
التعبير عن 4 كمجموع داخلي مباشر 
M=M © ... © 1 (s <0)‏ 


3 


سجس 


)١(‏ ,1 حلقية جزئية غير تافهة ودوروية من 1 ومرتبتها ,4» و 
(ب) 421٠٠46‏ |4 . 


ملاحظات 


-١ 


2 


نذكر بأنه حسب اصطلاحاتنا » فإن الحلقية الصفرية هي مجموع مباشر 
للم عا الةم الشات اة 

حتى الآن» لقد عرفنا فقط مثالى الترتيب (0)۷ لحلقية دوروية 77 على ۸. من 
ناحية أخرى» إذا كانت ۸ حلقة تامة رئيسة» فإن (008 مثالي رئيسي » وبالتالي 
له الشكل 4۸ حيث ۸ > 4. وبالاستناد إلى (4-4) نجد أن 4 مُعَيّن تحت سقف 
عامل هو عنصر وحدة ويسمى 4 مرتبة للحلقية 27. نقول إن 7 من المرتبة 
.d(order)‏ إذا كان Rn‏ = 7و R‏ ع «r‏ فإن dlr‏ ب 0(N)‏ € ماب 0 - رم . 
وكما أشرنا سابقا فإن رتبة الزمرة الدوروية المنتهية بالمعنى المعتاد لنظرية الزمر 
هي المولد الموجب لثالي الترتيب الذي يخصها وبالتالي فإنها مرتبة بالمعنى الذي 
وصف أعلاه. 

لتكن ۸2 = 7 حلقية دوروية على ۸» وليكن 4۸ = /مثالى الترتيب للحلقية 2. 
عندئذ» إن <0) = 2ج ۸ = J‏ ج 4 عنصر وحدة. إذن» إن قولنا إن جميع ,1 
غير تافهة » يكافئ قولنا إن جميع ,4 ليست عناصر وحدة. 

إن الشرط ,4 |٠٠٠١|‏ ره مكافى للشرط (0)004 2 ... 3 (/0)1. 

لتكن 14 حلقية على حلقة تامة رئيسة ۸. إذا كان 1 © :دو 4۸ = (008 فإننا 
نقول إن × من المرتبة 4. 


إثبات المبرهنة 


لتكن 14 حلقية مولدة نهائيا على ۸ . عندئذ» بالاستناد إلى 2»)١١-5(‏ فإنه يوجد 


تشاكل غامر 14 د 7 :0 حيث 7 حلقية حرة على ۸ وحيث رتبة ۴ منتهية . لتكن 
رتبة ٣هي‏ ؛ وضع 20 = [ل. عندئذ» بالاستناد إلى (4-0) فإنه يوجد قفائل 
1 جک ۴/۷ : ۷ بحيث يكون الشكل 


١11‏ التفريق المباشر الحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 
0 
PF eM‏ 
074 
FIN‏ 
إبدالياء حيث ۷ هو التشاكل الطبيعي . الآن» بالاستناد إلى )١-1/(‏ فإنه يو جد أساس 
(,/ ,... ,4 د ۴ وتوجد عناصر ,||| > في ۸ بحيث تكون N‏ مولدة بالعناصر 
ادن 
7 © ... © ,17 - كلو N=R(c, fJ ®... OR(C f)‏ 
حيث من الممكن أن تكون بعض العناصر ,6,1 تساوي 0. بالاستناد إلى )١-۸(‏ فإن 
۴ هي مجموع مباشر لحلقياتها الجزئية الدوروية (۸۷)۴ = (۸۴)«. الآنء إن ۷)۴ 


من المرتبة ,© وذلك لأنه إذا كان ۸ ٣ ٤‏ فإن 
#اء rf) =0 © v(rf) =0 erf, e N o‏ 


وبالتالى فإننا نجد أن : 
FIN = Rv(f, © ... © Rv(f) (1)‏ 


حيث ( ١)۴‏ من المرتبة ,© وحيث ٠٠٠١|,‏ | ,© . بما أن س تمائل فإنه يقرن التفريق المباشر 
(1) د ۴/۸ بتفريق مباشر ل34. الآن» نريد أن نحذف المجمعات التافهة . ليكن »1 هو 
آخر عدد صحيح ؛ بحيث يكون © عنصر وحدة. عندئذ» بالاستناد إلى شرط القسمة 
نجد أن ,ع ,... ,,© عناصر وحدة» وبالتالى فإن الحلقيات المقابلة فى (1) هى حلقيات 
مويه ESTE RE‏ حب 
M=M © ... ©‏ 

حيث ( ,1001 = ( ,11/07 ,1 هي حلقية دوروية غير تافهة من المرتبة ,© = ,4 
و 442٠٠٠-14‏ . إن هذا ينهي الإثبات . 


(۳-۸) نتيجة 
مع فرضيات ا مبرهنة (۲-۸)» فإن ۴ © 1 = 01 حيث 1هي حلقية الفتل 
ا جزئية في 11و ۴هي حلقية جزئية حرة وذات رتبة منتهية . 


مبرهنات التفريق 1Y‏ 


اللرهان 

نعلم من (02-5) أنه إذا كانت 7 مجموعة عناصر الفتل في 14 فإن 7 حلقية 
جزئية من 14 - إن هذا ما نعنيه بحلقية الفتل الجزئية في 14. في تفريق 14 المعطى في 
(۲-۸) نفرض أن 1 + 1 أول عدد صحيح ربحيث 0 = 4. عندئذ» بالاستناد إلى 
(۸-)(ب)» يكون 0 = ,24 - ... = 4 وبالتالى فإن كلا من ,14 ,... ,۸1 هی حلقية 
دوروية عدية الفتل . إذن» بالاستناد إلى (6-5) تكون ,31 © ...® M1,‏ = #حرة 
ورتبتها! - 5. لیکن ,11 © ... © ,11 = *7. عندئذ» واضح أن ۴ © *7 = ۸1 
وندعى أن7 = *7. لإثبات هذا نفرض أن *7 © ۳ . عندئذ ,۳ + ... + ,۳ = ۳ حيث 
om, € M,‏ وا أن ,كه يقسم ,4 لكل SI‏ :فإن 0 = .dm = dm, + ... + dm,‏ عا أن 
0 ± ,4 فإن هذا يبين لنا أن كل عنصر في *7 هو عنصر فتل » وبالتالي فإن 7 > *7 . 
من الناحية الأخرى» لنفرض أن هو أي عنصر فتل في 14. عندئذ» بما أن *7 = ۸ 
۴ © فإن + = ۸ حيث *7 ع + و7 ع ۶. بما أن عنصر فتل» فإنهيوجدء #۲ 0 
بحيث 0 = مم . إذن 0 = ۲ +72 . با أن ”1 © *1 مجموع مباشرء فإن 0 -//. 
ولكن ۴ عدية الفتل» وبالتالي فإن 0 -ثر. إذن *7 © ۸. وبالتالي فإن7 = *1 كما 
ادعينا. 


ملاحظة 

إن الحلقية الجزئية ۴ المذكورة فى (/-7)» بصفة عامة» ليست وحيدة. فمثلاء 
إذا اعتبرنا 7 © ,1 = 24 حلقية على 1 فإن حلقية الفتل الجزئية 1 هي الحلقية ا جزئية 
الدوروية المولدة ب(1,0). إن القارئ يستطيع أن يتحقق بسهولة من أن العنصرين (1 ,0) 
و (1,1) يولدان حلقيتين جزئيتين دورويتين ۴ و *۴ بحيث *۴ © 7 - [ © 7= 14 
كما يستطيع إثبات أن *۴ ع . 


)٤-۸(‏ نتيجة 


كل حلقية عدية الفتل وم ولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة ۸ تكون حرة . 


1۸ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


البرهان 
إذا استخدمنا الترميز المستخدم في (۳-۸) فإنه إذا كانت 14 عديمة الفتل فإن 

(0) = ۲ وبالتالي فإن ۴ = 14. إذن 11 حرة. 

أمثلة 
من الأمور المثيرة للاهتمام أن نبحث فيما إذا كانت مبرهنة ما تبقى صحيحة إذا 

بدلنا فرضياتها بفرضيات أضعف . الآن» سنثبت أنه لا يكن إضعاف فرضيات المبرهنة 

(م-5). 

١‏ - إن الفرضية التي تنص على أن ۸ حلقة تامة رئيسة هي فرضية غير فائضة . لإثبات 
ذلك» لتكن [×]2 = ۸. عندئذ» إن أية مجموعة مستقلة خطيا في م لا تحتوي 
على أكثر من عنصر واحد. ذلك لأنه إذا كان 4 و ط عنصرين غير صفريين في ۸ 
فإن 45 -هم = 0 ؛ وهذه علاقة خطية غير تافهة بين ۵ و5. ليكن ۸× + 219 = ل 
هو المثالي المولد ب 2 و × في . عندئذ» إذا اعتبرنا ل حلقية جزئية في م » فإنه 
يمكن توليد ل بعنصرين . الآن» بالاستناد إلى تمرين 8 في الفصل الرابع نجد أن 
ل غير رئيسي ؛ أي أن J‏ ليست حلقية جزئية دوروية في م . إذن» لو كان ل 
مجموعا مباشرا لحلقيات دوروية فإن هذه الحلقيات ستكون عدية الفتل (وذلك 
لأن , عديمة الفتل) وسيكون هناك حلقيتان على الأقل» عندئذ» سيكون مولدا 
اثنتين من هذه الحلقيات مستقلين خطياء وقد رأينا أن ذلك مستحيل . (من 
الممكن أن نستخدم أية حلقة تامة بحيث لا تكون حلقة تامة رئيسة بدلا من 
[:]7 في المناقشة السابقة) . 

؟ - من الواضح أنه لا يكن حذف الفرضية التي تنص على أن ۸1 مولدة نهائياء 
وذلك لأنه إذا كانت حلقية ما مجموعا مباشرا لعدد منته من الحلقيات الحزثية 
الدوروية فإنها مولدة نهائيا . با أننا لم نناقش المجاميع المباشرة غير المنتهية فإننا 
لا نستطيع أن نتابع مناقشة هذه المسألة هنا . 


مبرهنات التفريق ۱۹ 


؟ - وحدانية التفريق 
ماذا يعني السؤال فيما إذا كان تفريق مباشر لحلقية ما وحيدا أم لا ؟ بالنسبة إلى 
غط التفريق الموصوف في (۲-۸) فإنه يكن التعبير عن هذا السؤال» في أصلب شكل » 
كما يلى : 
إذا كان يوجد تفريقان من الشكل 
٠٠١ © 1‏ © )1/1 ع رلا © ٠٠١‏ © رلا - اا 
حيث ,11و //1 حلقيات جزئية دوروية غير تافهة في 1 وبحيث ( ,0)1 2 2٠٠١:‏ ( ,0)1 

و (M4)ه‏ 3-۰02 (/0)11 فهل هذا يقتضي دائما أن 5 = 7 » وأن إ1 = ,80 لكل 

e a 

الإجابة البسيطة عن هذا السؤال تكون لا؛ لأنه إذا كان لدينا تفريق من ذلك 
النمط» بحيث يكون لبعض مركباته نفس مثالي الترتيب» فمن الواضح أننا نستطيع 
الحصول على تفريق آخر من نفس النمط بواسطة إجراء تبديل على المركبات . فمثلا 
إذا كان و2 © ,2 = 1 المجموع الداخلي المباشر لنسختين ,2 من الحلقية ا حيث 1 
حلقية على .1 فإن ,2 © ,2 = 14 تفريق آخر » وكل من التفريقين له الشكل الموصوف 
فى (۲-۸). 

۸1, وحتى إذا أضعفنا متطلبات الوحدانية قليلا بأن نطلب مساواة الحلقيات‎ ٠ 
للحلقيات 145 ولكن بترتيب ما بدلا من /14 = ;1 فإن الإجابة عن السؤال تبقي‎ 
. كلف عه بطر معاد‎ OEE لا. وذللك سمي ماهر ا‎ 
فمثلاء إذا اعتبرنا المجموع الخارجي المباشر 7 © 7 ل7 مع نفسها فإن‎ 
هو تفريق من النمط الموصوف فى (۲-۸). ولكن»‎ 1 © 1 = 1)1, 0( © 2)0, 1( 
۰ كما رأينا في البند الثاني من الفصل السابع فإنه إذا كانت‎ 


0 


مصفوفة على 7 بحيث يكون محددها 1 + فإن (4 ,ط)1 © © ,1)4 تفريق مباشر آخر 
من الشكل المطلوب كما أن مثالي الترتيب لكل من المجمعين الدورويين هو الصفر. 


1۷۰ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


وحتى بالنسبة إلى حلقيات الفتل » فإن الإجابة عن سؤالنا تبقى سلبية . فمثلا» 
لیکن 8 © 4 = 1هو المجموع الداخلي المباشر لزمرتين دور ويتين هل = 4 و 1 = 8 
من الرتبة 2» ونعتبر 1 حلقية على 1 كما هو معتاد . إن هذا تفريق من النمط (/-؟) 
لأن .27 = (0)8 = (0)4 ولكن (+1)4 © 14 = 1 تفريق آخر من هذا النمط وإن 
كلا من مجمعيه المباشرين لا يساوي 8. وبالتالي فإنه لا يوجد أمل لإنقاذ هذا المفهوم 
البسيط للوحدانية بالنسبة إلى التفريقات الموصوفة فى (۲-۸) . 

بالرغم من الإجابات السلبية السابقة» فإنه توجد إجابات إيجابية ومفيدة عن 
السؤال التالى : ما درجة وحدانية التفريق؟ فمثلاء إن عدد المجمعات فى التفريق هو 
لامتغير للحلقية» وهناك لامتغير آخر هو المتتالية المتداخلة ((0)14) المكونة من مثاليات 
الترتيب التي تظهر في (۲-۸). سوف تثبت المبرهنة القالية: ٠‏ 


(-0) مبرهنة 

لتك #اخلشة ناف ة رة ولتك الاخلقية غلى R‏ ليكن 
M1, © ٠٠١ © M, = 38/1] © ٠٠١ © 11/‏ = 1 تفريقين مباشرين ل ۷ حيث ,1 حلقية 
دوروية غير تافهة من ا مرتبة ,4 و 11 حلقية دوروية غير تافهة من ا مرتبة زل » 
و4 | d ٠٠٠١‏ | 4 و /4 ٠٠٠١|‏ 45 | إ4 . عندئذء إن ١‏ = دو 10 = ,۸4 لكل 
58 ,... ,1,2 -1. بوجه خاص» إن ,4 و 4 متشا ركان . 

بناء على هذه المبرهنة فإننا سنعطي بعض التعاريف . 


(5-8) تعاريف 

لتكن 1 حلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة ۸. عندئذ» بالاستناد إلى 
(۲-۸)» فإننا نستطيع التعبير عن 1 بالشكل ,11 © ... © ,11 = 1/1؛؟ حيث ,11 حلقية 
دوروية غير تافهة من ا مرتبة ,4و وك | |٠٠٠١‏ دك | 4 . وبالاستناد إلى (0-8) فإن ال متتالية 
,4 ,... ر ,4 معينة تحت سقف عوامل هى عناصر وحدة نسميها متتالية من العوامل 
اللامتغير: .M J (invariant fACtOFS) ã‏ لاحظ أن العوامل اللامتغيرة مصفوفة يكن أن 
تكون عناصر وحدة» ولكن بناء على هذا التعريف » فإن العوامل اللامتغيرة ‏ حلقية» 
لا يكن أن تكون عناصر وحلة . 


لیکن 1 + ١‏ أول عدد صحيح أ بحيث 0 = ,4 . عندئلك» 0= 0 - ... د رك 


وبالاستناد إلى (/-50), يتم تعيين العددين الصحيحين او 5-1 بشكل وحيد بواسطة 
ا حلقية ۸1» نسمي 1 - 5 الرتبة ا حرة من الفثل (كلطة؟ ع05510-116]) ل .M‏ وتسمى 
ا مجموعة ا مرتبة ,ل ,... ,ل متتالية من لامتغيرات الفتل J(torsion invariants)‏ 11 . 


واضح 


أنه يكن ا حصول على متتالية من العوامل اللامتغيرة ‏ حلقية إذا كنا نعرف 


لامتغيرات الفتل للحلقية والرتبة ا حرة من الفتل للحلقية . 


ملاحظات 
١‏ - إذا استخدمنا الترميز المذكور أعلاه» واستندنا إلى النقاش المستخدم في (/-”7) 


فإن 7 © 7 = ۷1 حيث ۴ حرة ومن الرتبة ! - 5و ,11 © ... © ,14 = :1 هى 

۰ حلقية الفتل الجزئية في 14. إذن‎ 
MIT =F @TIT=FIF NT = FI{0} =F 

إذن» إذا كان لدينا أي تفريق د1 كما في (/-0)» فإن عدد المجمعات الدوروية 

عدية الفتل يكون رتبة ا حلقية الحرة/14» وبالتالي فإنه يتم تعيينه بشكل وحيد 

بواسطة 1 . والرتبة الحرة من الفتل ل 14 هى رتبة الحلقية ال حرة”14/1. 

إن المبرهنتين (۱-۸) و (0-8) تعطيانا ا (00)د012551412) للحلقيات 

المولدة نهائيا على حلقةتامة رئيسة ۸. وبالاستناد إلى هاتين المبرهنتين» فإن 

كل حلقية 14 من هذا النوع تعين عددا صحيحا 0< 5 وتعين متتالية 

[a] | [| ٠٠١ ١]4.[ 02 

من فصول العناصر المتشاركة في ۸» حيث كل ,4 ليس عنصر وحدة في ۸. إذا 

كانت 34 و “34 حلقيتين متماثلتين » فإنهما تعينان نفس المتتالية بالاستناد إلى 

(-0). بالعكس» إذا كانت ۷1و 1 تقابلان نفس المتتالية (2)» فإن 

M حيث كل من ,11و‎ 14: = 11] © ٠-١ OM gM - 11, © ... © 

دوروية ومن المرتبة 4. إذن» بالاستناد إلى )١١-5(‏ فإن )80 = ;1 » 

وبالتالي فإن 14> 14. أخيراء نلاحظ أن كل متتالية من الشكل (2) تقابل 


؟/ا١‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


حلقية » وهذه الحلقية هي المجموع الخارجي المباشر لحخلقيات دوروية من المراتب 
,... ,4 طبعا» إن (۸/۸4), مثال على حلقية دوروية من المرتبة ,4. إذن 

يوجد تقابل واحد لواحد بين فصول التمائل للحلقيات المولدة نهائيا على ۸ من 

جهة» والمتتاليات من الشكل (2) من جهة ثانية . 

الآنء يجب علينا أن نشت المبرهنة (/-0)؛ سنفعل ذلك عن طريق استنتاجها 
من المبرهنة التى تعطينا وحدانية العوامل اللامتغيرة لمصفوفة . لتكن ۴ حرة» وليكن 
14 جه ۴ :ع تشاكلا غامرا نواته ۸۷. كما نعلم فإن بعض الاختيارات للأساسات في ۴ 
و N‏ تعين تفريقات ۸1 كمجموع مباشر لحلقيات جزئية دوروية. إن برهان (/-5) 
سينجز بواسطة إثبات العكس » أي أن بعض التفريقات المباشرة ل 14 تعين أساسات 
في ۴ و ١۷‏ من النمط المناقش في .)١-1/(‏ إن المأخوذة التالية سوف تكون مفيدة. 


(۷-۸) مأخوذة 
لتكن 1 حلقية على ۸. ليكن × و لاعنصرين في ا وافر ض أن × من ا مرتبة 
0 4. علاوة على ذلك » افرض أن ×۸ 2 Fy‏ وأن 0 = رك . عندئك» ر = ۸x‏ . 


البرهان 

بالاستناد إلى الفرض. فإنه یو جد ۸ © ٣‏ بحیث ر٣‏ = ×. لیکن ۸ عاملا مشتر کا 
أعلى لو 4. عندئذ» يو جد ۸ © 0 ,7 بحيث م ” = 7و ۸ =2. عندئذ إن 
رط مع دور = × وبالتالى فإن 0 = ر ٣,‏ = رط 4 ,” = × 4. إذن» ما أن × من المرتبة 4 
فإن ,4!4. إذن ,4 - 4 وإن ۸ عنصر وحدة. إذن [1] = (4 ) وبالتالي فإنه يوجد 
R‏ ع ۷ ,لا بحيث 1 = ur + vd‏ . إذن Rx‏ € عدن = برهن + #) = ر كما هو مطلوب . 


(۸-۸) مأخوذة 

لیکن ,×۸ © ... © ,×1 = 14 مجموعا مباشرا ‏ حلقيات جزئية ,×۸ التي هي 
حلقيات فتل دوروية وغير تافهة من ال مرتبة ۶0 ,4» وحيث |04 e‏ 
لیکن 1 د ۴ :ع تشاكلا غامرا حيث ۴ حرة وذات رتبة منتهية 5. عندئذ» يوجد 
أساس ل f‏ .... ,47 ل ۴ وعناصر ,×۸ € ,لا بحيث 





مبرهنات التفريق 1۷ 


Ry, © ... Ry, (‏ = 14و لمن ا مرتبة ,4» 
(1) ,<> ( )8 لكل :> :> 1و 0=( )لكل :> 1 >1. 


المرهان 

لاحظ أننا قد كتبنا الحلقيات الجزئية الدوروية بترتيب معاكس للترتيب المعتاد ؛ 
إن هذا سيبسط الترميز . ونستخدم الاستقراء الرياضي على ]. إذا كان 0 ٤=‏ فإن 
(0) = 1 وإنع هو التطبيق الصفري» وإن أي أساس ل ۴ يحقق الشروط . 

الآنء نفرض أن 0 < ۲» وأن المبرهنة صحيحة للمجاميع المباشرة التي يقل عدد 
مجمعاتها عن ۲. الآن» بماأنع غامر» فإنه يوجد/ € ,ع بحيث ×= (,©)؛ وبا أن 
0 × فإن 0 بع . إن ۸8 حلقية جزئية من ۰۴ وبتطبيق (۱-۷) على ,۰88 نجد أنه 
يوجد أساس ۴٤‏ .... ,/7) د ۴ وعنصر أساس )8 ل 8و ۸ © ٣‏ بحیث ]71 - 8 . 
عندئذ» يوجد عنصر وحدة ”۷ بحيث إا = رم » وبالتالي فإن )17 > رع . ليكن 
(71)ع = ,ر . عندئذ» كه = ()7/”لا)ع = (رو)ع = ند وبالتالي فإن 8 © ×. 
الآنء إن 0 = ,رك وذلك لأن,ك هي مرتبة ,× و ,4 تقسم ,4 وبالتالي فإن 0 = ,× ,كه لكل 
¡ وإن (0) = 4۷1 . الآنء بالإستناد إلى (۷-۸). نجد أن ,ر = ,×۸. بماأنأي 
مولدين لحلقية دوروية يكون لهما نفس المرتبة فإن ,لا يجب أن يكون من المرتبة ,4 . 
علاوة على ذلك» إن 

M=Ry OM, (3) 
M =Rx © ... © حيث كل‎ 

ليكن 7 هو الإسقاط من 14 على ,14 والمصاحب للتفريق (3) . إذن» إذا كان 
+ ۷= م حيتث ,11 © مو ع #فإن Rm =m‏ . ليكن 
..١ © 7‏ © 5/25 = 1 . عندئذe‏ إن Rf © F‏ = ۴ . الآنء با أن M1 4M‏ :7 
و M1‏ جه ” :6 تشاكلان غامران فإن76 تشاكل غامر من إلى ,14. إذا كان 
"اع f = xf + f*‏ حيث ‏ ع f*‏ و x € R‏ فإن re)‏ = (7)7 وذلك لأن 


1 التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


0 > (ردر)ع = XE)‏ . إذن» إن اقتصارع على ۴ هو تشاكل غامر . الآن» بالاستناد 
إلى فرضية الاستقراء نجد أنه يوجد أساس ٤‏ .... ,1/2 ل ۴ وعناصر ,×۸ © إلا 
من المرتبة ,4 لکل 1> 1> 2 بحيث :ل =( )۴٣‏ 12 لکل ۲> :> 2و 0=() ٤‏ لكل 
وك 1 >4. إن هذا يعني أن 
J(2 sist)‏ + باح (م/) عو( > :> )رس e(fi)=n‏ 
لعناصر مناسبة ۸ © ,7 . لیکن : 
fı > fi‏ و(اع 17-116 در 

الآنء من المؤكد آن :2 .... ,۴2 ,۴) أساس ل/ وبالتالي فإن f,‏ ,... ۴) أساس د ۴ 
لأن محدد المصفوفة التي تربط هاتين المجموعتين يساوي 1. علاوة على ذلك إن 
-nfi)=y try, =v =v, s € (f) =€ (f) > «‏ مراع -(#)ء لكل 


> : > 2و 0=( لكل .> ¡ > 4. وهذا ينهي البرهان. 


(-4) نتيجة 

نستخدم الترميز ا مستعمل في (۸-۸)» وعلاوة على ذلك نفرض أن ! حلقية 
فتل وأن 0 < 5. لیکن ۵۲۴» = ۸. عندئذ» يوجد أساس N‏ بحيث تكون مصفوفته 
بالنسبة إلى أساس ل ۴ هي (,4 .... ,4 ,1 ,... ,0188)1 حيث عدد الآحاد هو ! - 5. 


البرهان 


5 


N=R(d f) © ... © Rd fJORf,, ©... © Rf, (4) 


0 
في الحقيقة» ما أن 5,2.....,/) أساس ل#» فإنه إذا كان ۷> f‏ فإن ر زر = / 


i=] 


لعناصر مناسبة ۸ © ,7. عندئذ» إل : 


6 => 07 


ما أن مجموع الحلقيات الجزئية :0 مباشر فإن 0 = ,لا,” لكل » وبالتالي فإن 
,4ء أي مرتبة ,/ز» تقسم ,لكل + > > 1 . بالعكس» واضح أن هذا الشرط يضمن لنا 
أن ۸ > /ء وبالتالى فإننا نحصل على (4) . با أن 34 حلقية فتل» فإن كل ,4 تختلف 
عن الصفر وبالتالي ll 147 07 ei‏ ل لل RS‏ 
الأساس بالترتيب المعاكس » فإن مصفوفته بالنسبة إلى ,/ ,... ,,7) تكون هى المصفوفة 
القطرية المطلوبة . 1 


إثبات المبرهنة (/-8) 

سيكون الإثبات مباشرا - إلى حد ما - لأننا قد أنجزنا معظمه . إن 

)5( 1 © ... © إلا = بلة © ... © ,31 - اا 
حيث ,11 و 117 حلقيات دوروية غير تافهة من المراتب ,4 و زه على الترتيب وحيث 
و4١٠٠اي4‏ | رك و |٠٠٠١ | df‏ 45 | )4 . 

لاحظ أن الحلقيات قد رقمت الآن حسب الترتيب المعتاذ. ليكن 1 + » هو أول 
عدد صحيح ا بحيث 0 = ,4؛ وبالمثل» لتكن « معرفة بواسطة التفريق الثاني » عندئذ» 
بالاستناد إلى المناقشة الموجودة في (۳-۸) نجد أن 

)6( © ... © إل( = بلق © ... © ,1( - :1 
هي حلقية الفتل الجزئية في 124 وأن ,14 © ... © , ,11 > 11/7 حرة ورتبتها 4 - ى؛ 
بالمثل» إن "14/7 حرة ورتبتها ۷ -4. إذنء بالاستناد إلى (۲-۷) والتي تفيد أن رتبة 
الحلقية الحرة هي لامتغير» فإننا نحصل على 


)0 برع ع وى 





ومن غير أن نفقد العمومية» فإنه يمكننا أن نفرض أن << + . الآن» إذا كان 0 = » فإن 
(6) تؤدي إلى 0 = ١‏ كما أن (7) تؤدي إلى = ء؛ وعندئذ بما أن جميع العناصر ,4 و 
ره تصير صفرا فإننا نحصل على النتيجة المطلوبة . إذن» يمكننا أن نفرض أن 0ع 4. 


1۷٦‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


بالإستناد إلى »223١-57(‏ فإنه یو جد تشاكل غامر ع من حلقية حرة ۴ رتبتها ‏ إلى 7؛ 
وبتطبيق (/-4)» على التوالي» على التفريقين الأول والثاني ل7» فإن كلا من المصفوفتين 
did, ..., 4(‏ و (م4 ,... ,/4 ,1 ,... ,4138)1 (حيث عدد الآحاد ۷ - ⁄) مصفوفة 
أساس N = k٠۲‏ بالنسبة إلى أساس ل ۴. بالاستناد إلى المناقشات الموجودة فى البند 
الثاني من الفصل السابع فإن هاتين المصفوفتين متكافئتان. إذن» بالاستناد إلى 
(۱۷-۷) فإن 1 - ,4 لكل -» ,... ,1 = . بما أننا قد فرضنا أن كل ,4 ليس عنصر 
وحدة فإن< = »؛ علاوة على ذلك» بالاستناد إلى (۱۷-۷)» فإن /4 - ره لكل 
س ,...,1 > :. الآن» إن المعادلة (7) تؤدي إلى + = 5» وبا أن العناصر المتبقية زل ,رل 
جميعها تساوي الصفر فإن هذا ينهي البرهان . 

في الفصل التالي سوف نعالج المبرهنتين (۲-۸) و (-2) من منظور مختلف 
وربما يكون المنظور الجديد أفضل من المنظور السابق . 


۳ - التفريق الأوّلي خحلقية 
فى ضوء (۲-۸)» من الطبيعى أن يسأل فيما إذا كان يكن تفريق المجمعات ,۸1 
الو حصا علا هات إلى حلقيات «اضخر ام ۸ الآن» سنبين أن هذا مكن في 
بعض الأحيان . لقد رأينا في السابق أن ,7 © ,7 = 7 كحلقات (إذن كزمر إبدالية 
وكحلقيات على 7 )2 وإن التفريق الذي سنعطيه الآن سيتبع الطريق المقترح بواسطة 
هذا المثال. 


)١١-/(‏ مأخوذة 
لتكن ۷1 حلقية غير تافهة على ۸» وافرض أن 0 = 014 حيث ۸ »© 4 ليس 
صفراوليس عنص ر وحلة . ليكن م ٠٠٠‏ مه = 4 حيث لاعنصر وحدة والعناصر 
,ص أولية وغير متشاركة زوجا زوجا في ۸. عندئذ» يكن التعبير عن ا كمجموع 
مباشر ,1 © ... © ,1 = ااحيث (10 = ;1م . إن هذه الشروط تعين ا حلقيات 


ا جزئية ۸4 بشكل وحيد . 


مبرهنات التفريق 1V‏ 
البرهان 
لاحظ أنه بما أن ۸ حلقة تحليل وحيد» فإنه من المؤكد أنه يكن التعبير عن 4 كما 
في النص أعلاه؛ نأخذ عبارة ل4 من الشكل 
(حاصل ضرب عناصر أولية) × (عنصر وحدة) = 4 
الوحدة إلى المقدمة . ضع : 


“رم] [»- الم )ل = d;‏ 
غال 
أولاء سنثبت أنه إذا كان يوجد تفريق 
M, © ... OM, (8)‏ = ال[ بحيث 0{ = p7 M;‏ 
فإن 4,٥۷‏ = ,21 وبالتالي فإنه يتم تعیین ا لمر کبات ,14 بشكل وحيد بأقوى معنى مكن . 


الآنء بماأن0 = ,4,1 ث 1 ر(وذلك لأن 4 


8 








رم )فإن 
M1 > dM + ٠٠١ + dM = dM, > 1‏ . من الناحيةالأخرى» بماأن 
p7 )= [1]‏ ,) فإنه يوجد ۸ € 5 ۲ بحیث 1= ' م8 + ,74 . إذن» إذا كان ,11 € ” 
فإن: 
)m = d;(rm) € dM‏ “برد + m = (rd‏ إذن» M; © dM c dM; c M;‏ 

وبالتالي فإننا نحصل على المساواة في العلاقة الأخيرة. 

إذن» لكي نثبت أنه يوجد تفريق» فإنه يجب علينا أن نأخذ 4,1 = 1M,‏ وأن 
نبرهن أن (8) متحققة . با أن 4 = م :4 فواضح أن 0{ = ,م . الآنء با أن 
العامل المشترك الأعلى ل ل4 ,... ,,4) هو [1] فإنه يوجد 2 © ,” .... .,” بحيث 
1 = ,27,4 . إذن» إذا كان 1 ء × فإن ,5:0 = 20,14 € (د,7) 8:0 = ×1 = ×. ولكي 
نرى أن هذا المجموع مباشر» نلاحظ أن أي عنصر )2/2 © ر يحقق العلاقة 

أعول 


0= بربك؛ لأنه» كما أشرنا أعلاه» إذا كان ن زفإن 0 = ,4,14 . وإذا كان «رينتمي أيضا 


17 التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


إلى ,2 فإن 0= رم . وإذا اخترنا» ,5 - كمافى الفقرة الأخيرة- فإن 


0 - بر[ مه + ,4م) = بر . إن هذا ينهي البرهان . 


)١١-(‏ نتيجة 
إذا كانت Rm‏ = 11 دوروية› فإن (14)4,7 = ,ألادوروية . فى هذه الحالة» 1 
كانت 4 مرتبة ۸1 بالضبط فإن م هي مرتبة,11. 


(/-؟ )١‏ تعاريف 

(pia المركبات الأولية‎ )١ ٠-۸( المذكورة في‎ M, TT 
حلقية بحيث (0) = ۲*۸ (حيث ( عنصر أولي)‎ N ل 1/4 . إذا كانت‎ 001722026 15( 
(p-torsion و حلقية فتل من النوع م‎ Î (primary module) 97 حلقية أوا‎ ١١ فإننا نسمي‎ 
(©1نا1000. تسمى كل حلقية فتل دوروية من النوع ص حلقية دوروية أوَلية أوحلقية‎ 
دوروية مرتبتها قوة عنص رأولي أو حلقية دوروية مرتبتها قوة ل م.‎ 

نستطيع أن نستخدم المأخوذة )٠١-۸(‏ للحصول على تهذيب لبرهنة التفريق 
(۲-۸)». ولكن قبل أن نفعل ذلك» سنعطى نص «المأخوذة الجامعة» التاليةوبرهانها 
وهي تتعلق بالمجاميع المباشرة للحلقيات لوروا التي مراتبها أولية نسبيا. 


)١8-(‏ مأخوذة 
ليكن ,1 © ... © ,1 = 1( حيث ,11 حلقية فتل دوروية من ا مرتبة ,7 


و[1]1-(”7.) حيث [ء« 1. عندئل» ا دوروية من ا مرتية ,7 ... 27 


البرهان 

لیکن :1*7 = ,1 و ,۸ + ... + ,”۳ = 7 . لیکن ,ا 0 لكل 
R‏ € دفإن 0 = sm‏ ج 0 = sn,‏ لكل i‏ ج دإ لكل : TS‏ 
زوجا زوجاء فإن هذا يعني أن4 يجب أن يقسم 5 وبالتالي نجد أن« من المرتبة4. إذا 
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وضعنا ,4/7 = ,4 فمن الواضح أن ,4 = 47 . وبا أن [1] = (4 ,,”) فإنه يوجد 
u € 8‏ ,1 بحيث 1 = ,20 + ,27 وبالتالى فإن 

m, = (tr, + هلا‎ )m, = ud,m, € Rd m) = R(d,m) G Rm 
. 11 إذن ”۸ تحتوي على جميع العناصر 277 وبالتالي يجب أن تساوي‎ 


مشال 
لتكن ۷1 هي الحلقية »,2 © ,2 © 7 على 7. عندئذ» بالاستناد إلى )٠١١-/(‏ 
و(۸-١١)‏ وبقدر من الإفراط في الترميزء نجد أن 
,7 © وق = ,1 ,1 ® ,1 = ,1.1 © ,7 -,7 
وبالتالي فإن 
M = (l, ©1, © L) © (Z, © 1) © 7,‏ 
لقد وضعنا بين قوسين مركبات الفتل ل 1 التي من النوع 2 والتي من النوع 3 
والتي من النوع 5» وبالتالي فإننا قد عبرنا عن 14 كمجموع مباشر لمركباتها الأولية. 
وللحصول على تفريق ل 14 كما هو موصوف في (۲-۸). فإننا نختار من كل مركبة 
أولية حلقية جزئية دوروية» بحيث تكون مرتبتها أكبر ما يمكن» ثم نضع هذه الحلقيات 
الجزئية بين قوسين لنحصل على الحلقية الجزئية الدوروية ,44. الآن» نكرر هذه العملية 
على الحلقيات الجزئية المتبقية لنحصل على ,,14» وهلم جراء وفي كل مرحلة نتجاهل 
المركبات الأولية التي قد استنفدت . إذن» 
M - 1, © (2, © 1; © (Z, ® 7, © 1)‏ 
(بالاستناد إلى  )11-۸‏ 7,01,®2- 
وبالتالي ينتج أن 180 ,12 ,2 هي متتالية من لامتغيرات الفتل ل ۸1 . 


)١٤-۸(‏ مبرهدة 
لتكن 11 حلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة ۸ . عندئذ» يكن ال لتعبير عن 
4 کمجموع مباشر 


۸۰ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


M =2 © ... © 2, © 1, © ... © 1"‏ 
حيث كل ,2 حلقية دوروية غير تافهة مرتبتها قوة عنصر أولي» وكل ,7 حلقية دوروية 
غير تافهة وعدية الفتل . 

إذا كان / © ٠.١. © 27) © 77 © ٠.١‏ © )2 = 184 تفريقا مماثلا آخر فإنء = م 
ولا = » ويمكن إعادة ترقيم المجمعات 2 بحيث (/0)2 -(:0)2 لكل > :> 1. 


البرهسان 
إن النص المتعلق بالوجود هو نتيجة مباشرة ل (۲-۸) و (۱۱-۸). إن (/-1) 
تفيد بأن 14 مجموع مباشر لحلقيات دوروية» وكل ما علينا أن نفعله هو أن نستخدم 
)١١-(‏ للتعبير عن حلقيات الفتل (الموجودة بين هذه الحلقيات) كمجاميع مباشرة 
لحلقيات دوروية مراتبها قوى عناصر أولية . 
الآن» سنثبت صحة النص المتعلق بالوحدانية - أيضاء لا يوجد شيء جديد 
هنا. باستخدام مناقشة مألوفة نجد أن : 
أ ©--- © 2= ,2 © T =2 © ٠.١:‏ 
هي حلقية الفتل الجزئية في 14» وأن » = »؛ لأن كلا منهما يساوي رتبة '11/1. 
لتكن رم ,... ,,) مجموعة من العناصر الأولية وغير المتشاركة زوجا زوجا 
بحيث مرتبة كل ,2 وكل ر7 هي قوة لعنصر مام . نعيد ترقيم الحلقيات ,2 بحيث 
تكون مرتبة كل من ;2 ٠٠٠,‏ ,2 هي قوة للعنصر ,2» ومرتبة كل من رز ٠٠,‏ 2+1 
هي قوة للعنصر رم» وهلم جرا. وبالمثل نعيد ترقيم الحلقيات 7 هكذا 
سين اق لياه 
إذا قمنا بتجميع المجمعات الموجودة في التفريقين بهذه الطريقة فإننا نحصل على 
تفريقين أوليين ل 7. بالاستناد إلى )١٠١-/(‏ نجد أن 
B® Zs (9(‏ بجو = 2Z; +1 © -:© 2Z,‏ 


وهى مر كبة 7 المصاحبة د ,م حيث 1 > ۲> 0. (لقد وضعنا0 = رز = ,: ). بما أن مرتبة 
كل مجمع هي قوة د فإننا نستطيع أن نرتب المجمعات في كل تفريق بحيث تقسم 
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مرتبة كل مجمع مرتبة المجمع الذي يليه. عندئذ» بالاستناد إلى (/-0) نجد أن عدد 
المجمعات في الطرف الأيسر ل(9) يساوي عددها في الطرف الأيمن» ونجد أنه إذا قابلنا 
الحلقيات بطريقة طبيعية» فإن مثاليات ترتيبها تكون متساوية . وهذا يعطي النتيجة 
ا ۰ 

سننهي هذا الفصل بإثبات أن التفريق المعطى في )١5-/(‏ «ذري» أي أنه لا 
يمكن تهشيم المجمعات أكثر من ذلك . 


)١5-/(‏ تعريف 

إذاكانت 11 حلقية على ۸» فإننا نقول إن ۷1 غير قابلة للتفريق (05316م072ع1206) 
إذاكانت (0) ۶ 1 وكان لا يوجد تفريق مباشر غير تافه ل 4!؛ أي أنه إذاكان 
8/1 © ,14 = ۷1 مجموعا مباشرا ‏ حلقيتين جزئيتين ,11و رلا فإن (40 = ,1[ أو 
M, = {0}‏ 


)١5-(‏ مبرهنة 
كل حلقية على ۸ دوروية وغير تافهة » ومرتبتها قوة عنص رأولي» فإنها غير 
قابلة للتفريق . كذلك» كل حلقية على ۸ دوروية وغير تافهة » وعدية الفتل فإنها غير 

قابلة للتفريق . 
لكي نثبت المبرهنة )١1-/(‏ فإننا نحتاج إلى المأخوذة التالية التي تتعلق ببنية 
الحلقيات الدوروية التي مرتبتها هي قوة عنصر أولي . 


(۱۷-۸) مأخوذة 
لتكن ۸2 = 7 حلقية دوروية على ۸ ومرتبتها “م قوة عنصر عنص رأولي . عندئذ» فإن 
ا حلقيات ا جزئية في 2 تكون 
(O}=Z CZ, C...CZ CZ, = Z‏ 
فقط » حيث p2‏ = و2 . 


1A۲‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


البرهان 

بالاستناد إلى )١١-7(‏ فإن (۴*م/۸), = 2. في هذا التمائلء إن أية حلقية 
جزئية في 2 تقابل (بالاستناد إلى ))١11-0(‏ حلقية جزئية في م محتوية على :7*1 . إن 
حلقية من هذا النمط هي مثالي في ۸« وبالتالي فهي من الشكل ۸ ۲ حي حيث “م|, ؛ لأن 
“م 3 7”. إذنء بالاستناد إلى مبرهنة التحليل الوحيد» 27 
0 >6 > 0 و » عنصر وحدة ونستطيع أن نختار” بشكل مناسب بحيث نجعل » تساوي 
1. إن هذا ي يثبت أن الحلقيات الجزئية في هي الحلقيات ۾ 7 فقط . بما أن مرتبة ۾2 هي 
E E‏ فإن الحلقيات الحزئية الموجودة فى القائمة تكون 


إثبات المبرهنة )١5-/(‏ 

(1) لتكن 2دوروية ومرتبتها“م قوة عنصر أولي حيث 0 <0» وافرض أن 
252627 إذا كان قل مدو :21و20 مكدافا عن لر د تضق 
قائمة الحلقيات الجزئية فى 7» المعطاة أعلاه. يبين أن كلا من '2و ”7 تحتوي 
على الحلقية الجزئية غير الصفرية ,2ء وبالتالي فإن تقاطعهما غير تافه. إذن 
(0) =2 أو (0) = ”2 ۰ 

(11) كل حلقية على ۸ دوروية وغير تافهة وعدية الفتل» فإنها تماثل » لذلك فإنه 
يكفي أن نك نثبت أن ۸ غير قابلة للتفريق . إذا كان ,۸ © ,۸ = ۸۾ حيث كل ,۸ 
جلك EE SDA ER ER a‏ 
rr, € RR CR, r, € RR CR,‏ = . ا أن © لا تحتوي على قواسم 
للصفرء فإن ر۲ 7”عنصر غير تافه فی ر۸ © ,۸ء وهذا تناقض . إذن على غير 
قابلة للتفريق . 1 


اسل 5 


تمارين على الفصل الثامن 
إذا اعتبرنا و2 © ,2 © ر حلقية على 7 فقم بتفريقها إلى 
() مركباتها الأولية» 
() مركباتها غير القابلة للتفريق . 
حاول أن تحل بعض الأمثلة المشابهة . 
أوجد الرتبة الحرة من الفتل ومتتالية من لامتغيرات الفتل لكل حلقية من 
الحلقيات التالية : 
() 7 فضاء متجه على حقل 1 وبعده يساوي ۸ » معتبرا ۷ حلقية على 16 . 
() نفس الفضاء ولكن نعتبره حلقية على K]×[‏ بواسطة »» حيث 0 معرف 
على السام اندو ناكما يلى” 
إلا = ,س لكل 1 - ۸> > 1 و0 - ,ننه 
(111) ,7 حيث نعتبر ,7 حلقية على ,7. 
(10) ,3 حيث نعتبر ,7 حلقية على 1 . 
لتكن 4 حلقية فتل دوروية على حلقة تامة رئيسة . صف ال حلقيات الحزئية في 
زاف د غد اذه ا أن كز لقي ف 163 قائل حلفي 
جزئية في 11 . 
استخدم المبرهنتين (۲-۸) و (0-4) لتثبت أن م غير قابلة للتفريق . 
لتكن .11,1 ,۷ حلقيات على حلقة تامة رئيسة بحيث تكون مولدة نهائياء وتكون 
حلقيات فتل من النوع مء ابر لامتغيرات الفتل لتثيت أنه إذا كان 
N > 31 © 7‏ © ,1 فإن 34 = 1. مدد إلى ال حالة التى تكون فيها .1 ,11 N,‏ 
حلقيات اختيارية مولدة نهائيا : (إرشاد: ابدأ بالتمديد إلى الخالة التي تكون 
فيها كل من 1 و 11 اختيارية بينما تكون ۸ حلقية فتل من النوع م ) . 
أثبت أنه إذا كان لدينا حلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة» فإن كل حلقية 
جزئية منها تكون مولدة نهائيا . 
ليكن ,11 © ... © ,1 = 14 مجموعا مباشرا لحلقيات جزئية دوروية غير تافهة 
مراتبھا "م ,.. ركم حيث م عنصر أولي و ,5۸ ... ک يك ,#. لتكن 


:12 التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


(0 = جم : لظ ج 47 = (م)لة. أثبت أن (م)1 حلقية جزئية فى 211 وأنه 
يكن اعتبارها فضاء متجها بعده: على الحقل *ام/1. قرفن أن 
©9٠٠١ 9‏ )11 = 1 تفريق آخر ل / حيث ,11 دوروية ومرتبتها هي "م 
وحيث ؛1 > ... > /0 . أثبت أن 1= و . امنتخدم التفريقات المباشرة ل 
()/14/1 والاستقراء الرياضى لتثبت أن ۸ = ,8 ,... ,۸ = ” . إن هذا يعطينا 
برهانا ثانيا ل (0-4) لحلقيات الفتل من النوع م. مدد إلى ا حالة العامة . 

۸- لتكن ۷ حلقية فتل مولدة نهائيا ولتكن متتالية العوامل اللامتغيرة لها هي 
,4 ,... ,4 . باستخدام (۸-۸) أو أية طريقة أخرى, أثبت أنه لا یکن توليد 71 
بمجموعة عدد عناصرها أقل من 5. 
ضمن الإطار ال منطقي لهذا لكتاب فإن الفصل الثامن يستند إلى الفصل السابع » 

ولكن ا مجموعة التالية من التمارين تبين أن ا مبرهنات الرئيسة في الفصل السابع قابلة 

للاستنتاج من نتائج الفصل الثامن . 

4 - بالاستناد إلى مبرهنة الانشطار (۷-۷)ء أثبت أن الفرض في (۸-۸) بأن 11 
حلقية فتل» هو فرض غير ضروري . 

.)۲-۸( باستخدام التمرين السابق استنتج المبرهنة (/1-1) من المبرهنة‎ - ٠ 

١‏ لتكن N‏ حلقية حرة على ۸» ونفرض أن لها الرتبة المنتهية4. نفرض أن 
(71 ,... ,478 مجموعة جزئية من ١‏ بحيث تولد N‏ (لا نفرض أنها تولد 27 
بحرية). استخدم مبرهنة الانشطار (۷-۷) لتثبت أن < 1. أثبت أنه توجد 
مصفوفة (,) = × قابلة للانعكاس ومن النوع 1 ×1 بحيث 


3j nj - n; (i 5-5 1, وه‎ 1( 


SAE OED 
=1 


حيث [ ۸ 5 , 7 أساس Nd‏ 


استنتج أنه إذا كانت 4 مصفوفة من النوع ۲ “5 على ۸« فإنه توجد 
مصفوفة ‏ قابلة للانعكاس ومن النوع ۲ ٤×‏ على ۸ بحيث (8|0) = ۸7 حيث 
أعمدة 8 مستقلة خطيا. 
الآنء أثبت أن )1١-1(‏ تنتج من (1-1) . 
١‏ - لتكن N‏ حلقية حرة على ۸» ولتكن 2,١‏ ,... ,© = ۸ مجموعة مولدة ل N‏ (لا 
نفرض أنها تولد ١‏ بحرية) . لتكن ( ,») = × مصفوفة قابلة للانعكاس ومن 
النوع /<</ على ۸. أثبت أنه إذا كان 


فان ۸ ,... ,۸) تولد /2. استنتج أن )١19-1(‏ تنتج من (-0). 


(لفهم الاس 


مبرهنات التفريق 
(مقاربة لاتعتمد على المحفوفات) 


فى هذا الفصل » سوف نثبت المبرهنات الأساسية (۲-۸)ء (/-0) و(5-4١)‏ مباشرة 
ا الحلقيات نفسها وبدون الاعتماد على الحلقيات الحرة والمصفوفات . إن 
المعلومات الحسابية التى تعطيها هذه المقاربة (30060268) أقل من تلك المعطاة بالمقاربة 
السابقة» ولكن يمكن القول إن المقاربة الجديدة أروع من المقاربة السابقة. ما أننا لا 
نثبت أية نتائج جديدة في هذا الفصل» فإن القارئ المتطلع إلى التعرف على تطبيقات 
النظرية في الجزء الثالث» يستطيع أن يحذف هذا الفصل عندما يدرس المادة لأول 
مرة. سوف نحتاج إلى بعض النتائج من الفصلين السابع والثامن» ولكن القارئ 
يستطيع دراسة هذه النتائج بمعزل عن معظم المادة الموجودة في هذين الفصلين . 


١‏ - وجود التفريقات 
نبدأ بدراسة ا حالة التي يكون لدينا فيها حلقية فتل من النوع م مولدة نهائيا على 
حلقة تامة رئيسة ‏ (حيث م عنصر أولى في #)» ونبرهن أن هذه الحلقية مجموع 
مباشر لحلقيات جزئية دوروية . إن شرط القسمة الموجود في المبرهنة (۲-۸) شرط 
فائض هنا؛ لأنه يمكن ترتيب أية مجموعة من قوى عنصر أولي معطى م بحيث يقسم 
كل عنصر في المجموعة العنصر الذي يليه . ثم ندرس الحالة التي يكون لدينا فيها حلقية 
عديمة الفتل» ثم نستنتج الحالة العامة من هاتين الحالتين بقليل من الجهد. 


AV 


188 التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


)١-9(‏ مأخوذة 
لیکن عنصرا أوليا فى [وليكن :7 © ... © ×۸ = 11 مجموعا مباشرا 
للحلقيات الدوروية ,×۸ التی مراتيها هی ©ط حيث ,0 > ... > :0 . لیکن 11 € 71 
وليكن / عددا صحيحا بحيث ,» يز > 20 وافرض أن 0 =" اكمر . عندئك» 


يوجد ۷M‏ 6 ۸ بحيث 7م = 0 . 


البرهان 

El Ws‏ = ۳ حيث FR‏ 6 27 فإن ,× ۳ <p‏ = ص اكمر =0 إذن 
0= ;× “م لكل ف» وبالتالي فإن 7# "م | “م . ومن باب أولى فإن 
"م | "م . بالاستناد إلى مبرهنة التحليل الوحيد فإننا نجد أنه إذا حللنا ,۶ إلى 
عناصر أولية» فإن عدد العوامل المتشاركة مع م والظاهرة في التحليل» يجب أن لا 
يقل عن ۰ وبالتالى فإن ;7 | "م . ليكن ‏ 15م = ,. عندئذ» إن (#ركنة)”م = ۳ كماهو 
ملو 


(۲-۹) مأخوذة 
إذاكانت ۷1 حلقية فتل من النوع ص ومولدة نهائياء فإن ۸1 مجموع مباشر ‏ حلقيات 


جزئية دوروية . 


البرهان 
بدلا من إعطاء برهان لهذه المأخوذة» فإنه من المناسب أن نبرهن صحة النص 
التالى الذي هو أقوى من المأخوذة : 
ْ لتكن 1 حلقية فتل من النوع م مولدة بالعناصر ,72 ,... ,7 حيث 20 5 مرتبة 
هي “م و 0 > ... > ,0 . عندتذ» توجد عناص ر ۸1 © ,7 ,... ۸ بحيث مرتبة ,۸ 


.M = Rn, © ... © Rng B, > a, «pF هي‎ 


مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) ۸۹4 


نستخدم الاستقراء الرياضي على :2/0 الذي يسمى ارتفاع المجموعة المولدة . 


i=] 


ل 
إذا كان 0 = 3١0‏ » فإن (40 = 411 وبالتالي فإن النتيجة تافهة . 
١ 5‏ 


إذن» يمكننا أن نفرض أن 0 < ,»< وأن المبرهنة صحيحة للحلقيات التي لها 


i=l 


0 
مجموعة مولدة ارتفاعها أقل من 32١0‏ . ويمكننا أن نفرض أن 0 < ,» عن طريق 


=| 


حذف المجمعات التافهة . وبا أن المبرهنة صحيحة إذا كان 0 = و أو 1 = 5 فإنه يمكننا 


$ 
أن نفرض أن 1 < 8. ليكن ;”۸ ر( = *1 . عندئذ» إن 
2= 


M = Rm, + M* (1) 


00 
بما أن 0 < ,»» فإن ارتفاع المجموعة المعطاة المولدة ل *1 أقل من :2,0 . 


1ع 


إذن» بالاستناد إلى فرضية الاستقراء» فإنهيوجد M*‏ ع المت ,۸ بحيث 


Rn, © ... © Rn,‏ = *1 ومرتبة ,هي لامر و ,09 > 8 . بالطبع » من الممكن أن تكون 
بعض العناصر ,7 تساوي الصفر . الآنء بالاستناد إلى (1) فإن ,۸ ,... )7,٫ ٣‏ تولد 


3 1 
4 وإن ارتفاعها هو ;3(6 + ,» . إذا کان یو جد ¡ بحيث ,0 > ,8 » فإن هذا أقل من 
1-2 


3 
0 » وبالتالى فإن فرضية الاستقراء تعطينا النتيجة المطلوبة . 
دز 
إذن؛ كتا ان تف رض أن هك 6 ك5 12 الآن» إن العنصر 
M* eM /M *‏ + رمه يحقق * 34 =(* 1 + ,)“م ۰ وبالتالی فإن مثالى الترتيب 


4۰ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


له هو ۴ حيث "م |" . بما أن م عنصر أولي» فإن مرتبة */ + هي م حيث 
0 >> 0. وهذا يعنى أن 
2( آم ج xm, € M*‏ 


0 


بو جه خاص. إن * .p "n, = "* € M1‏ الآنء إن ۳ نكم = بساكم =0 . 
ما أن ,0 < ,0 = ,6 فمن باب أولى إن 0 = * 7 2م . الآن» نطبق (۱-۹) على 
*34. إذن» يوجد * >٤1‏ 7 بحيث "م = *7 . إذن» بوضع 710-77 = ۸ ضحد 
أن 0 0 الآن» ندعى أن 
M = Rn @M* ۰ (3)‏ 
عندئذ» إن هذا سيتمم البرهان؛ ذلك لأن ,۸۸ © ... © ,۸۸ = *1 ومرتبة ,7 هي 
pi = pi‏ لكل 8 ,... ,2 = ا ومرتبة ,۸ تقسم "م حيث ,0 ك . (في الحقيقة» إن 
مرتبة ,۸ هی بالضبط "م ) . الآن. إن *11 + ۸۸ تحتوي على ,7 = 77+ وبالتالي» 
بالاستناد إلى (1) فإنها تساوي 14. من ناحية أخرى» افرض أن yn e Rn N M*‏ 
حيث ۸ ٤‏ . عندئذء إن * e M1‏ ۸ر + ر#بر = ”ر . إذن» بالاستناد إلى (2) فإن 
بر|"م. إذن0 - ,#نرء وبالتالي فإن (0) = *11 ۸ ,۸۸. إن هذا يثبت (3) ويتم البرهان . 
الآن» سنناقش حالة الحلقيات عديمة الفتل . 


(۳-۹) مأخوذة 
إذاكانت ۷1 حلقية عدية الفتل ومولدة نهائيا على ۸» فإنها حرة وذات رتبة منتهية . 


اللرهان 

نفرض أن ,1 ,... ,472 تولد 34 . إذا كان 0 = 5 فإن النتيجة واضحة. وبالتالى 
فإنه يمكننا أن نفرض أن 0 < ء. أولاء ا 
خطيا فى 1//؛ بحيت وكوك عند اع انها اكب د فى الحقيقة» بالاستناد إلى 
E OE‏ عق سلف E‏ £ » حيث رتبة :8 هي 05 إلى /1. 
إن أية مجموعة مكونة من 1 + 5 عنصرا من 14 تكون من الشكل 3( ,626 ,... ,( ©)6) 


مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) 14١‏ 


حيث £ ع ,©. بالاستناد إلى برهان (۲-۷). فإن »© ,... ,6) غير مستقلة خطياء 


[+ى 
وبالتالى فإنه يوجد ۸ € ,× بحیث 0= ب ×( وبيحيث بعض العناصر ,× مختلف 
i=1‏ 


s+1 


عن الصفر . إذن 0 - (:©) ع ;×< » وبالتالي فإن كل مجموعة مكونة من 1 + 5 


i=] 
عنصرامن عناصر 1 تكون غير مستقلة خطيا . إذن» يمكننا أن نختار مجموعة مستقلة‎ 
بحيث يكون 1 أكبر ما يمكن . لتكن هي الحلقية الجزئية (في‎ ٨1 في‎ )f , ..., f, خطيا‎ 
المولدة بهذه العناصر . بالاستناد إلى (8-5)» فإن / حرة . الآن» إن المجموعة‎ )1 
م .... ,41 غير مستقلة خطيا لكل :» وبالتالي يكون لدينا علاقة‎ 71,( 


1 
Sri fj +m; =0 
از‎ 


حيث يختلف بعض المعاملات (فى هذه العلاقة) عن الصفر . بما أن ر ,... ,47 مستقلة 
خطياء فإن ذلك يعنى أن 0 ٣‏ وأن ۴ € 7 . لیکن ,۲ ... ٣,‏ = 7. عندئذ» إن ۶0 ۲ 
و ۴ ع ,لکل :. إذن ۴ ٣ e‏ لكل ۷1 © ”. إن التطبيق 77# د ”ہو تشاكل 
حلقيات داخلى ل 1 ويقرن 1 بحلقية جزئية فى ۴ . علاوة على ذلك بما أن ۸۷1 عديمة 
الفتل» فإن نواة هذا التشاكل الداخلي هي (0) . إذن» 14 متماثلة مع حلقية جزئية في 
حوبا لا تاد إلى ويك )طن سر اسلف شري عدر 

الآنء نحن جاهزون لنثبت المبرهنة (۲-۸). ومن المفيد للقارئ أن يعيد قراءة 
7 
إثبات المبرهنة (م-؟) 

لتكن 7 هى حلقية الفتل الحزئية فى 11 . عندئذ» بالاستناد إلى )١-5(‏ و(2)0-5 
فإن 14/1 حلقية عدية الفتل مولدة نهائيا وبالتالى» بالاستناد إلى (۳-۹) فإنها حرة 
رها ان ا ساد إلى خاطة الاتغطار للخسلقيات ار ۷ا فان 

M=TOF (4)‏ 
جف دزف ا 


4۹۲ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


الآن» نعتبر 7. إن 1/۴ =7 وبالاستناد إلى »)١-57(‏ فإنها مولدة نهائيا. نفرض 
أن ,× ,... ,,*» تولد 7. كل ,× هو عنصر فتل » وبالتالی فإنه يوجد ۸ € ,0۶7 بحيث 
0 > «,. لیکن ,۲ ... ” = 7. عندئذ» إن ۶0 /. إن كل عنصر فى 7 هو من الشكل 
,5,۸ حيث ۸ © ,5 . عندئذ» إن 0 = ,كله = (جركنة)”/ وبالتالى فإن (0) -'77. إذا 
كان عنصر وحدة» فإن (0) -7. وإذا لم يكن الأمر كذلك فإنه بالاستناد إلى 
مبرهنة التحليل الوحيد يكون 
م0 او 
r = UP ... Pp‏ 
حيث لا عنصر وحدة وحيث ,عناصر أولية غير متشاركة زوجا زوجا في . بالاستناد 
إلى )٠١-7(‏ فإن 
7 ... ©6 7-7 
حيث ,1 حلقية فتل من النوع م ومولدة نهائیا . إذن» بالاستناد إلى المأخوذة (۲-۹) فإن 
Ty‏ ++ رش ع1 
Ts‏ لا + و1 = Ty‏ 
T,=T, + FT,‏ 
حيث , ,7 حلقية دوروية مرتبتها رم وحيث 
Cy (5)‏ >> ... كك Uy‏ 5 0 
من الممكن هناء أن تكون بعض الحلقيات ,1 هي الصفر - من المناسب إضافة 
بعض الحلقيات الصفرية إلى المقدمة إذا كان ذلك ضرورياء وذلك للحصول على 
نفس عدد المجمعات في كل ,1 . 
ليكن ,+1 © ... © ,7 = ,1 مجموع الحلقيات الموجودة في العمود ذي الرقم 
J‏ عندتذ» بالاستنادإلى (7-8؟١),‏ فإن ,1 حلقيةدوروية مرتبتها 
E aD‏ ورك SETS‏ دان و4 |٠٠٠١|‏ يه | رك . 
بالإضافة إلى ذلك إن 24 © ... © ,1 = 7. الآنء إن الحلقية الجزئية الحرة ۴ هى 


مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) 14۹۳ 


مجموع مباشر ,14 © ... © ,4 لحلقيات دوروية عدية الفتل» وغير تافهة. ومرتبة 
كل منها هى 0. إذن بالاستناد إلى (4) فإن : 
M=M © ... © 21‏ 
وهذا هو بالضبط التفريق المطلوب في (۲-۸) حيث 0 = ,4 = ... > رب . 
لاحظ أننا قد أثبتنا أيضا نص الوجود الموجود فى »)١5-/(‏ وذلك لأن /1 هي 
المجموع المباشر للحلقيات ,7 التي هي دوروية ومراتبها قوى عناصر أولية» وللحلقيات 
لت ,1 التى هى دوروية وعدية الفتل . 


۲ - الوحدانية - خاصة اختصار للحلقيات المولدة نهائيا 

نود إثبات الخواص الأساسية للوحدانية» الموجودة في الفصل الثامن [(/-0) 
والجزء الثانى من .])١5-/(‏ إن جوهر هذه الخواص» أنه في كل واحد من نمطي 
التفريق » الات وحيدة «تحت سقف التماثل» . إن ايه القن يب 
ستستعمل الاستقراء الرياضى على عدد المجمعات بالإضافة إلى «مأخوذة الاختصار»). 
التي تختزل المسألة جوهريا إلى مسألة إثبات أنه إذا كان يوجد تفريقان مباشران من 
النمط المعتبرء فإنه يوجد مجمع في التفريق الأول متماثل مع مجمع موجود في التفريق 
الثاني . 
(4-9) مأخوذة 

لتكن ,1 لكل 1,2 = احلقية فتل مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة ۴» ولتكن 
,1 متمائلة مع 1. لتكن ,لكل 2 ,1 = ا حلقية على ۸ وافرض أن : 

TON, =T, ON, 

عندئذ» إن ر۸× = ×. 

بكلمات أخرى» إذا تحققت شروط مناسبة» فإننا نستطيع أن نختصر المجمعات 
المتماثلة في التفريقات المباشرة . إن برهان هذه النتيجة يعتمد على بعض الحقائق البسيطة 
الخاصة بالحلقيات الدوروية التي مرتبتها هي قوة لعنصر أولي . 


0 التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


(0-9) مأخوذة 

لتكن 2 حلقية دوروية على ۸. لتكن مرتبة 2قوة عنص رأولي» وليكن كل من 
© ولا تشاكلا داخليا ل 2 بحيث 1 يرد «p+‏ حيث 1هو التشاكل الدا خلى ا محايد ل 
2. عندئذ» إن 4 أو للاائل ذاتى 21 . 


البرهسان 

لتكن مرتبة 2هي “م. واضح أنه يمكننا أن نفرض أن (0) < 2» وبالتالي فإن 
0 < » . عندئذ» بالاستناد إلى (۱۷-۸) فإنه توجد فى 7 حلقية جزئية غير صفرية 
ووحيدة 7412 = 2 وهي محتواة في كل حلقية جزئية غير صفرية من 2. إذن» إذا 
كانت كل من 1654 و 6۲۷ غير صفرية» فإن كلا منهما تحتوي على , ,2؛ عندئذ» فإن 
۷ + م يقرن , ,7 بالصفر . ولكن هذا مستحيل ؛ لأن 1 =۷ +م. إذن (20 = وعءا 
أو(0) = ker‏ . 

إذا كان (0) = 4ع فإن 1104 حلقية جزئية من 2 متماثلة مع 2 نفسها. مرة 
أخرى» بالاستناد إلى (/-17) فإن حلقية جزئية من هذا النمط تكون على الشكل 
2م حيث :0 > 8 > 0. واضح أن مرتبة هذه ا حلقية الحزئية هي 7“مء وبالتالي بما أن 
الحلقيات الدوروية المتماثلة يكون لها نفس مثالى الترتيب» فإن»م ~ #عم. إذن 
8-0 . وبالتالى فإن 2 = 1 وإن0 هو تماثل ذاتى . 

أيضاء نحتاج إلى بعض الحقائق البسيطة حول التفريقات المباشرة . لتكن : 

M=M OM, (6)‏ 
حلقية مكتوبة كمجموع مباشر لحلقيتين جزئيتين ,11 و ,11. نذكر بن الإسقاطات ,7 
من ۷1 إلى ,11 المصاحبة لهذا التفريق » معرفة بواسطة78 = (1,)071 حيث ,71 + ,71 = 777 
و ,1 © ,7. بما أن هذه العبارات وحيدة» فإن ,2 حسن التعريف» ويستطيع القارئ 
بسهولة أن يرى أن 7 تشاكل داخلي ل 14 وأن نواة هذا التشاكل هي ,11 حيث أ ز. 
كذلك» يستطيع القارئ أن يتحقق بسهولة من : 
٨, =1 )1(‏ + »ء حيث 1 هو التشاكل الداخلى المحايد ل 14. 
09 إذاكان ري : فإن 0 = ,7 (حيث 0 هو التشاكل الداخلي ل 1 الذي يقرن كل 

عنصر بالصفر) . 


مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) 1۹0 
(ن) ;۸= 77 لكل 1,2 - :. 


(5-9) مأخوذة 
إذاكانت 1 كما في (6) وكانت N‏ حلقية جزئية من ۸1 بحيث تحتوي على M1,‏ 
فإن .N = 11, © (N ^ M,)‏ 


البرهان 
لیکن 77 © 7. عندئذ» نستطيع أن نكتب ر" + 20 = n‏ حيث M1,‏ ع ,71 وبا 
أن لاح ,34 فإن N‏ € مم - م = .m‏ إذنء إن M+ )N ^M,‏ ع «. ماأن 
المجمعين محتويان في 237 وبا أن تقاطعهما هو (0) » فإننا نحصل على النتيجة المطلوبة . 
الآن» نحن مستعدون لبرهان المأخوذة (5-9). 


برهان المأخوذة (4-9) 

نلاحظ أولا أنه يكفى أن نعتبر الحالة التي تكون فيها كل من ,7 و ر1 حلقية دوروية 
مرتبتها قوة عنصر أولي . ذلك لأنه في الحالة العامة نستند إلى نص الوجود في (14-8) 
لنجد أن : ,,2 © ... © ,,2 = ,7 مجموع مباشر لحلقيات دوروية مرتبة كل منها قوة 
عنصر أولي . إذا كان یرمز إلى تماثل من ,1 إلى 1ء فإن : ,2 © ... © ,2 = ,7 حيث 
,2 = ,6)2 = رر2. عندئذ» إن: 

2, © ... © 2, ON, 2 ,ص2‎ © ... © Z, ON, 

وإذا كنا نعلم أنه يمكن اختصار الحلقيات الدوروية المتماثلة التي مرتبتها قوة 
عنصر أولي فإننا عندئذ نستطيع أن نختصر الأزواج ,,2 و ر2 على التوالي ونستنتج أن 
.N=N,‏ 


/ 


إذن» نفرض أن 

)7( ولا © ,57 37 © Z‏ 
حيث كل من 2و ر2 حلقية دوروية مرتبتها قوة عنصر أولي وهما متماثلتان» ونثبت أن 
,۸= ,3 . واضح أنه يمكننا أن نفرض أن (0) ۶ 7. لیکن ,۸© ,2 جه ,۸© ,2 :6 هو 


١45‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


التماثل المصاحب ل(7) . عندتذ» إن ( )6 © (,6)2 = N(‏ © ,02 = ,۸ © ,2 وإن 
,2= ,7= (,6)2 و ,= 8)۷ . إذن» يكفي أن نثبت أن ,۸= 6)۷ وإذا وضعنا ,2 
و N,‏ مكان (6)7 و (6007 فإنه يمكننا أن نفرض أن : 
4 > ,رآ © ,7 - Z ON,‏ 

ليكن ي و ر« هما الإسقاطان» من 1 إلى ,7 و ,27 على الترتيب» المصاحبان 
للتفريق الأول؛ بالمثل» نعرف ري و ر۷ بالنسبة إلى التفريق الثاني . اعتبر التشاكل الداخلي 
ر6 + ر66 = (رلا + ,)ري . إنه يساوي ي لأن 1 = ر« + ي وبالتالي فإن اقتصاره 
على ,2 هو التماثل الذاتى المحايد ل ,7. إذن» بالاستناد إلى (2-4) فإن اقتصار ريي 
أو رلا على ,7 يحدث تماثلا ذاتيا ل 2. 


الحالة الأولى 
2 © تماثل ذاتي ل ,2 (إن هذا الترميز يعني اقتصار يم ,© على ,2). ليكن 
(62)2 = 25 . ندعي أن 

M - 25 ON, (8)‏ 
الآن وفي المقام الأول» إن أي عنصر في 24 يكون على الشكل ( )ري حيث © ,2 
. إذا كان مثل هذا العنصر ينتمى أيضا إلى ,626 = N,‏ فإن (,6,)2 © = 0. ولكن 
ات ذانوي :2ه إذق 0 1 وبالتالى فإن0 = )z(‏ 6 . إن هذا يثبت أن 
Z AN, = {0}‏ . ۰ 

نود الآن إثبات أن 14 = ,287 + 25 . نلاحظ أنه بما أن 14 = ,۷ + 7Z‏ فإن أي 
عنصر M1‏ © ٭ يكون على الشكل ۸+ ,2 - 7 حيث ٤27‏ ,2 و ,۸ ع ,7. الآنء إن 
ر يقرن ,2 ب ,2 كلها؛ إذن ,6 يقرن ( 4)2 = 25 ب ,2 كلها. إذن يوجد 62 20 

يث (6)22 = ج . إذن ( 6)4 = 2 =(”) ,6 . إذن 0 =( - ”)6 

و eker = N‏ ۴-4 . إذن e7; + N,‏ 72 كماهو مطلوب . وبذلك نكون قد أثبتنا 
(8). الآنء إن و7 > رذع 74 وبالتالى فإننا بالاستناد إلى (5-9) نجد 
أ © = :2 ولك بالاشساد إلى 10 )١‏ فإن 2 غير قابلة الشريق؛ 
ما أن 0 Z4‏ » فإن 402 = ,2,0 25 = ج72 و ,× © ,2 = 1 وذلك من (8). إذن 





21 
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N, © 2/2, = N,‏ = ,141/2 وذلك بالاستناد إلى .)١١-4(‏ با أن ,× © 7 = 1 فإنناء 
با لمثل » نحصل على ر = ر11/2. إذن» فى هذه الحالة »ر۸ ± ,×. 


الحالة الثانية 


20 هو تمائل ذاتي . في هذه الحالة افرض أن( ,2) وم = و ١‏ عندئذ» 
نستخدم رلا بدلا من ر في حجة مشابهة للحجة المستخدمة أعلاه لنجد أن 


M = Z4 ® N, (9)‏ 
فى الوضع الحالى. إن Z2 C N‏ وبالاستناد إلى (5-9) فإن 
Z2 ® 46 )10(‏ = ولا 


حيث ر۸ 0 ,۸ = .N,‏ إذن 

M - ي2‎ ON, =7, ®Z ON; (11) 

الآن» ينتج من (9) أن 1/24 = ,¥ . وينتج من (11) أن× © ر7 = 1/2 . 
ولكن (9) تعطي 2 = ,1/۸۷ = 24 ومن الفرض ,22 7. إذن» بالاستناد إلى (10) 
نجد أن ,27 = و١‏ © 27 = و٨‏ © ر7 . إن النتيجة النهائية لهذه السلسلة من التماثلات 
هي ر۷ = 27» وهذا ما أردنا إثباته. وبالتالي فإن هذا ينهي البرهان. 


ملاحظة 

نود أن نشير هنا إلى أن الحجة المستخدمة أعلاه تعتبر أساسا لمبرهنات كثيرة حول 
وحدانية التفريقات المباشرة في موضوعات أخرى . في خاتمة هذا الفصل» وفي التمرين 
الأول» سوف نعطي مثالا يوضح أن )٤-۹(‏ لا تتحقق إذا لم نضع القيود على الحلقيات 
Wb‏ 


1 


إثبات مبرهنات الوحدانية 
إن هذه المبرهنات هى (/-2)0 وا جزء المتعلق بالوحدانية فى (/-5 .)١‏ 
أولاء نعالج .)٥-۸(‏ لیکن 


1۹۸ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


M=M, © ٠.١ © 31, =M{ © ٠٠١ © ا‎ 

حيث ,11 و 1 حلقيات دوروية غير تافهة مراتبها ,4 و 4 على الترتيب و 
و4 |٠٠٠١|‏ م4 | و 4 ٠٠٠١|‏ 45 | /4 . نستخدم الاستقراء الرياضي على 5. واضح 
أن 0 = ى حالة تافهة» وبالتالي فإننا نفرض أن 0 < 5. عندئذ» أيضا 0 < ۲. ليكن + / 
1 هو أول عدد صحيح ؛ بحيث 0 = ,4» وبا مثل نعرف ١‏ بالنسبة إلى التفريق الثاني . 
عندكذ» بالاستناد إلى حجة (۳-۸)» فإن : 

M{ © ٠٠١ © )12(‏ = باط © ٠٠١‏ © ,381 - :1 
هي حلقية الفتل الجزئية في 14. إذن ,1 © ... © ,1( = :14/1 حرة ورتبتها هي 
س - 5ى» وبال مثل فإن 11/7 حرة ورتبتها هي -4. إذن» بالاستناد إلى (۲-۷) فإن 

S~Uu=t—vy 13)‏ 
الآن» إذا كان5 > »» فإننا بالاستنادإلىالإستقراءء. تجدأن »= »و 
ل ~ ر 4,٠00,‏ ~ رك . عندئذ» ينتج من (13) أن = 5. وبا أن جميع العناصر 
/ ...لبيك د .... و رربرك صفرية فإن هذا يتم البرهان في هذه ا حالة . 

إذن» يمكننا أن نفرض أن 5 = 2؛ عندئذ» ينتج من(13) أن = او ۸هي 
حلقية فتل . الآن» بما أن ,4 (أي» مر تبة ,۷1 ) تقسم ,4 » فإن (0) = :11 AMES‏ 

i=] 
إذن(0) = 4,۷1 وينتج أن ,ك | /4 . بالمثل /4 | ,4 وبالتالي فإنإ ~ ,4 . إذنء إن‎ 
مثالي الترتيب 4۸ ل ,14 يساوي مثالي الترتيب 4/۸ ل 1 وبالتالي» بالاستناد إلى‎ 
: فإن )44 = ,1 . إذن» ينتج من (5-9) أن‎ »)١1-5( 
M, 6 ٠٠١ © ركز‎ = M( © ٠٠١ © ]لا‎ 

يما أننا نستطيع هنا أن نبدل التماثل با مساواة بالطريقة المعتادة» فإن فرض الاستقراء 
يخبرنا أن ۲-1 - 1 -ىى أي 1 - 5 وأن_ي4 - رو ,... ,أ ~ رك . يما أن م4 ~ ,4 
فإن هذا يثبت المبرهنة . 

الآن» يكن إثبات الجزء المتعلق بالوحدانية في )١5-/(‏ عن طريق استخدام 
نفس الحجة المستخدمة في إثباته في الفصل السابق . 


مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) ۹۹ 


ارين على الفصل التاسع 

11 مجعل‎ . 2, ٤ 7 لتكن 14 مجموعة المتتاليات غير المنتهية (... ,رج ,>) حيث‎ - ١ 
: حلقية على 7 كما يلي‎ 

(21, 22, ...)+ (zf, 23, -..)= (zı + zf, 22 + 2y, ...) 
2)2 ور و22( > (... و2‎ ..( 

أثبت أن 11 © (40 = 14 = 11 © 7 واستنتج أن (5-9) غير متحققة في حالة 
عدم وضع قيود على الحلقيات,1. (إن 14 هي المجموع الخارجي المباشر د2 مع 
نفسها عددا لانهائيا قابلا للعد (2616]ناده) من المرات) . وبرغم ذلك» أثبت 
أن )٤-۹(‏ متحققة للحلقيات الاختيارية المولدة نهائيا ,7 (على حلقة تامة رئيسة) . 

؟ - لتكن 1 حلقية فتل +ع اسراح يت ب 
افرض أن (0) = 901 وأن 14 ٤‏ × بحيث مرتبة × هي “2 بالضبط . نت أنه 
توجد حلقية جزئية ۸ بحيث ×۸ © × = 1. 
(إرشاد : لتکن ,×۸ © ... © ,×۸ = 14 كما في (۲-۸) حيث مرتبة ,“دهي “م 
و > ...ك ك ,0 . أثبت أن ,0 = به . أكتب ×2 = × حیث ۸ © ,۶ وأثبت 
أن [1] = (م )٣,‏ لدليل ما¡ بحيث © = ,0 . خذ ر×۸ 3 = N‏ ). 

ji 

«**- أجب عن التمرين الثاني المعطى أعلاه بدون استخدام (۲-۸). (أولاء عالج 
الحالة التي تكون فيها /1 مولدة بواسطة × وعنصر آخرء ثم استخدم الاستقراء 
الرياضي على عدد العناصر المولدة) استنتج المأخوذة (۲-۹). 


الجزء الثالث 


تطبيقات على الزمر والمصفوفات 
© الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا 
©التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية 
© حساب الأشكال القانونية 


(لفمن (لداثر 


الزمر الربدالية المولدة نهائياا 


7 -الحلقيات على‎ ١ 
في البند الأول من الفصل الخامس» كنا قد وصفنا الكيفية التي يكن عن طريقها جعل‎ 
زمرة إبدالية اخثيارية 4 تنمت ببنية حلقية على 3 . إذا كان 7 € ۸ > 0و4 ع ۾ فإن‎ 
: فعل 7 یعرف كما يلى‎ 
0a = 0 ۰ 
na = (a + ... + 0( 
(-n)a = - (a + ... + a) 
: حيث عدد الحدود » في الطرف الأيمن هو . إن هذا يطرح السؤال العكسي التالي‎ 
هل كل حلقية 24 على 7 زمرة إبدالية مجهزة بفعل 1 المعرف أعلاه؟ إن مسَلّمات‎ 
الحلقية تبين بسرعة أن الجواب هو نعم . بالاستناد إلى الملاحظة الثالثة في البند الأول‎ 
من الفصل الخنامسء فإن 0 = 07# لكل 1 © ”. علاوة على ذلك إذا كان‎ 
فبالاستناد إلى شروط الحلقية (۲) و (5) نجد أن‎ 0 > > 7 
nm = )1 + ... + 1( ور ع ور‎ + ... +m 
حيث عدد الحدود :7 فى الطرف الأيمن هو 7. كذلك بالاستناد إلى الملاحظة الثالثة‎ 
: المستخدمة أعلاه نجد أن‎ 


( n)m = - (nm) = -(m + ... + mM) 


۳ 
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حيث عدد الحدود 7# في الطرف الأيمن هو ”. إن هذا بالضبط هو فعل 7 المعرف في 
بداية الفقرة. إذن» فالحلقيات على 7 ليست سوى الزمر الإبدالية - قوارير قديمة 
بعلامات جديدة . 

لتكن 8 زمرة جزئية من زمرة إبدالية 4. إذا اعتبرنا 4 حلقية على 27 فإن 8 
حلقية جزئية من 4» وذلك كما رأينا في البند الثاني من الفصل الخامس . وبالعكس» 
إذا كانت 4 حلقية على 7» فإن كل حلقية جزئية من 4 زمرة جزئية من الزمرة الإبدالية 
التي نحصل عليها من 4 بواسطة إهمال فعل 1 . 

إذا كانت × مجموعة جزثية من الزمرة الإبدالية 4ء فإن الزمرة الجزئية المولدة 
بواسطة × هي مجموعة العناصر التي من الشكل ,×< حيث ,1 € ,۸و ٭ © ,× وهذه 
العناصر تؤلف بالضبط ×7 حيث ×7 حلقية جزئية من 4 مولدة بواسطة ×. إذن» إن 
أية زمرة إبدالية مولدة نهائيا هي بالضبط حلقية مولدة نهائيا على 7. 

في جدول التحويل التالي» نلخص هذه الحقائق البسيطة وما شابههاء ونبين 
المصطلحات المستخدمة لوصف موقف معين من منظورين مختلفين : 










حلقية (جزئية) مولدة نهائيا زمرة (جزئية)مولدة نهائيا 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا 10 


بالنسبة للقارئ الذي لم يسبق له دراسة الزمر الإبدالية الحرة» فإنه يستطيع أن 
ينظر إلى السطر الأخير في الجدول كتعريف . 


۲ - تصنيف الزمر الإبدالية المولدة نهائيا 

إن مبرهنات التفريق الموجودة فى الجزء الثانى » تجعلنا قادرين على إعطاء تصنيف 
تام للزمر الإبدالية المولدة نهائيا. نعني بهذا التصنيف أنه من الممكن أن نقرن كل زمرة 
من هذا النمط بمجموعة من اللامتغيرات التي تعين تلك الزمرة بشكل وحيد (تحت 
سقف التماثل طبعا)» وأنه من الممكن أن نكتب قائمة كاملة تحتوي على المجموعات 
الممكنة للامتغيرات . عندئذ» إن هذه القائمة هي في الحقيقة قائمة تحتوي على جميع 
الزمر الإبدالية المولدة نهائيا تحت سقف التماثل - إن كل زمرة إبدالية مولدة نهائياء 
تقابل في القائمة مجموعة لامتغيرات والعكس صحيح . وتتماثل زمرتان إذا وفقط 
إذا كان لهما نفس مجموعة اللامتغيرات . علاوة على ذلك» يستطيع القارئ عادة أن 
يحسب لامتغيرات زمرة معطاة بشكل مباشر - فعلى سبيل المثال» إذا كانت زمرة 
إبدالية مولدة نهائيا معطاة بواسطة المولدات والعلاقات» فإنه توجد طريقة تمكننا من 
تعيين لامتغيرات الزمرة بعدد منته من الخطوات . وبالنسبة إلى الزمر الإبدالية المنتهية 
فإن التصنيف سوف يعين لنا عدد الزمر غير متماثلة ومن رتبة معطاة. 

الآن» نخصص مبرهنات التفريق (۲-۸)ء )٥-۸(‏ و(15-8١)‏ إلى حالة 
الحلقيات المولدة نهائيا على 7 آخذين في الاعتبار أن 1 حلقة تامة رئيسة» ونترجم 
النتائج إلى لغة الزمر. 


)١-1٠(‏ مبرهنة 
لتكن 4 زمرة إبدالية مولدة نهائيا . عندئل» يوجد ل 4 تفريق مباشر 
يك © ... © رك © 4ه ... © A=A‏ 


4 


حصث 


(1) ,4 زمرة دوروية منتهية غير تافهة رتبتها ,لكل ” .... ,1,2 - [ 
(1) ,4 زمرة دوروية غير منتهية لكل ۲+1 ,... ,7+1 =1 


n, | ج٠١‎ | (Gib 
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إن 4 تعين بشكل وحيد الأعداد الصصحيحة ,7 .... .,:1,7التى تظهر فى تفريق من 
هذا النمط . 


ملاحظات 

. بالاستناد إلى (/-2)0 فإن المثاليات المعينة بشكل وحيد هى ۸,1 ,... ,1 ۸ فقط‎ - ١ 
24, ولكن ,7 (أي» مرتبة ب 2)4 وفق التعريف› هو المولد الو جب لثالى ترتيب‎ 
. موجبة وأخرى سالبة فى حلقة تامة رئيسة عامة‎ 

۲ إن العدد/ هو الرتبة الحرة من الفتل ل4» وإن .2 ,... 7 هى متتالية من لامتغيرات 
الفتل ل 4. في الحقيقةء إذا جعلنا جميع لامتغيرات الفتل موجبة فإننا نستطيع 
الحديث عن «متتالية لامتغيرات الفتل د ۸). 


)5-١(‏ نتيجة 
إن زمرتين إبداليتين مولدتين نهائيا متمائلتان إذا وفقط إذا كان لهما نفس الرتبة 
ا حرة من الفتل ونفس متتالية لامتغيرات الفتل . إذا كان ؛ و #عددين صحيحين غير 
ساليين وكانت ,3 | |٠٠٠١‏ ۸ متتالية م ن أعداد صحيحة أكبر من 1» فإنه توجد زمرة إبدالية 


مولدة نهائيا بحيث تكون رتبتها ا حرة من الفتل هي 1 ولامتغيرات فتلها هي ,11 ,... 1 . 


البرهان 

لقد سبق وأثبتنا معظم المطلوب . من أجل إنشاء زمرة ذات رتبة حرة من الفتل 
معطاة» وذات لامتغيرات فتل معطاة» نقوم ببساطة بتكوين مجموع مباشر خارجي 
من زمر دوروية غيرمنتهية عددها ؛ ومن زمر دوروية رتبها هي 7 ,... 7 . 

إن هذا ينجز التصنيف المذكور؛ نقرن كل زمرة إبدالية مولدة نهائيا برتبتها الحرة 
من الفتل وبمتتالية لامتغيرات الفتل الخاصة بها . ويمكن الحصول على تصنيف آخر 
عن طريق المبرهنة )١5-/(‏ كما يلي : 


الزمر الإبدالية المولدة نهائا ۰۷ 


٠)‏ ۳-1( مبرهنة 
لتكن 4 زمرة إبدالية مولدة نهائيا . عندئذ » يوجد ل 4 تفريق مباشر : 
A=B © ... © 8, © 8 © ... © 8‏ 


ينا 


 )1(‏ ,8 زمرة دوروية غير تافهة رتبتها “2 قوة عدد أولي لكل ؟ .... ,1= ا 
 )13(‏ ,8 زمرة دوروية غير منتهية لكل 1+ ؟ ,.., 1 +5 = ]. 

في أي تفريق من هذا النمط » يكون العدد الصحيح؛ معينا بشكل وحيد والرتب 
م معينة تحت سقف إعادة الترتيب . 

لاحظ أننا لم نفرض أن جميع الأعداد الأولية ,م مختلفة وأن؛ هي الرتبة الحرة 
من الفتل ل ۸. 


)4-9١(‏ تعريف 
تسمى قوى الأعداد الأولية الموجودة فى )۳-٠١(‏ اللامتغيرات الأولية 
(primary invariants)‏ ل A‏ . 


)0-1١(‏ نتيجة 

إن زمرتين إبداليتين مولدتين نهائيا متماثلتان إذاء وفقط إذا كان لهما نفس الرتية 
ا حرة من الفتل ونفس اللامتغيرات الآولية . توجد زمرة إبدالية مولدة نهائيا بحيث 
تكون رتبتها ا حرة من الفتل عددا صحيحا غير سالب معطى 1 وبحيث تكون لامتغيراتها 
الأولية مجموعة معطاة منتهية مكونة من قوى أعداد أولية أكبر من 1. 


۳ - الزمر الإبدالية المنتهية 
ترمسيز 
من أجل التأكيد على المضمون الزمري» فإنناا سنستتخدم ٥,‏ (بدلا من ,7) لترمز 
إلى زمرة دوروية رتبتها 1 < « ؛ كذلك نستخدم 00 لترمز إلى زمرة دوروية غير منتهية 
(وذلك لأننا إذا اعتبرناها حلقية على 7 فإن مثالى الترتيب لها يولد بواسطة 0 ). 
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إذا كانت 4 زمرة منتهية» فإن | 4| يرمز إلى رتبة 4؛ أي يرمز إلى عدد العناصر 
في 4. وإذا كانت 4 دورويةء فإن هذا ينطبق مع مرتبة 4 بالمعنى السابق . 

لاحظ آنه إذاكانت 4 و 8 زمرتين إبداليتين منتهيتين» فإن |8 |. | 4 |-| 8 © 4 |2 
وذلك لأنه يمكن مطابقة عناصر 8 © 4 مع الأزواج المرتبة (ط ,4) حيث 4 € a‏ 
و8 »ع . إذنء إذا كان 1< ۲و 0غ ,2 فإن : 





Cy, © 0009© Cy, |= N1 «My, 





إذن» لكل زمرة إبدالية رتبتها 1 < # توجد متتالية |١2| ٠٠٠|”,‏ ” بحيث 
0 < م» 1 < ,۸ ۸ = ,۸ ,... ,۸ وبحيث تكون هذه المتتالية لامتغيرات الفتل لتلك 
الزمرة» وإذا كتبنا قائمة بالمتتاليات من هذا النمط» فإننا نحصل على قائمة تضم جميع 
الزمر الإبدالية التي رتبتها ” ( تحت سقف التماثل) . 


مشثال 
توجد زمرتان إبداليتان رتبة كل منهما 212 وهمار © و٤‏ © ر٤‏ حيث 
لامتغيرات الفتل للأولى 12 وللثانية 6 ,2. وبالاستناد إلى )١١-/(‏ فإن 
© © ,0 دي © 
و 
,© © ,0 © ,© - ,0 © ر0 


وبالتالي فإن اللامتغيرات الأولية لهاتين الزمرتين هي (3 ,2) و (3 ,2 ,2 على 
اه 1 

في الحقيقة» عادة يكون الأمر أسهل إذا بدأنا بتعيين اللامتغيرات الأولية الممكنة 
لزمرة إبدالية رتبتها 1 < 7. إذا كانت 4 زمرة من هذا النمط فإن 

A=A © ... © بك‎ 

حيث كل ,4 زمرة دوروية غير تافهة رتبتها قوة عدد أولي . إذا كانت ,م ,... .رم هي 
الأعداد الأولية (الموجبة) المختلفة المستعملة وإذا أعدنا ترقيم المجمعات لتصبح ,۸ 
حيث رتبة ,هي م و ... ك يه ك ,,9 » فإن المجموع ,8 المكون من المجمعات التي 


رتبها قوی للعدد ,م يحقق "م =| ;8 | حيث ره ,8 = :4 وإن 
j‏ 


الزمر الإبدالية المولدة نهاثيا 4 
,8 © ... © ,8 ع 4 
إذنء إن “مم ... م ح | 4 |= ۸ وإن هذا يجب أن يكون التحليل الوحيد 
للعدد 2 إلى أعداد أولية موجبة . إذن» نحصل على اللامتغيرات الأولية الممكنة لزمرة 
إبدالية رتبتها # عن طريق تعيين المتتاليات المختلفة ... > ره > ,» لكل أ بحيث 
QU, F Up F.C,‏ 
حيث كل ر أكبر من أو يساوي 1» ثم تركيبها بجميع الطرق الممكنة. إن المثال 
العددي التالي يوضح ذلك . 


مثال محلول 

أوجد جميع الزمر الإبدالية التي رتبتها 360 (تحت سقف التماثل) معطيا 
اللامتغيرات الأولية ولامتغيرات الفتل لكل منها. 

أولاء نلاحظ أن التحليل الأولي للعدد 360 هو 5 .3 .2. إذا كانت 4 
زنر بد اة رت ما 360 يت لامتعيسراتهنا الأولية هي 
اماق وب وا GEG O‏ 


dG +a, + ... - 3‏ 
2 - ... + رق + 6 
Y ++ ... > [‏ 
علاوة على ذلك» نفرض أن ... ک ي4 ك 0 . . . الخ» وأن 1< /1 ,8 » . عندئذ» 
إن الإمكانيات هى 
ا IFIP COP SO iF‏ 
أبنين 310 (UIP B E‏ 
اسک 2 
وبتركيب هذه الإمكانيات بجميع الطرق الممكنة نجد أن هناك (3.2.1 =) 6 
زمر غير متماثلة زوجا زوجا يمكن لكل منها أن تكون 4. تحتوي القائمة التالية على 
هذه الزمر مع لامتغيراتها الأولية : 


1۰ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


A ع‎ ©, © ©, © ©: (2, 3, 57 

A, = 0, © C, © C, © ©: {23, 3, 3, 5} 
A,=C, © © © ©, © © ع‎ 
A,=C, © ©, © ©, © ب©‎ © ©: 2N) 
A, =C, © C, © C, © ©, © ©: 12 


C,®C,; 42,2,2,3,3,5(‏ © ب© © ,© © C,‏ © ,© ديق 

في الحقيقة» إن هذا ترميز مختصر» ويعني أن كل ,4 هي مجموع مباشر لزمر 

وللحصول على تفريق يعطينا لامتغيرات الفتل» فإننا نختار من كل مركبة أولية 
مجمعا رتبته أكبر ما يكن » ثم نقوم بتركيب هذه المجمعات لنحصل على المجمع ذي 
الرتبة الكبرى في تفريق لامتغيرات الفتل ؛ بعد ذلك نختار من كل مركبة أولية مجمعا 
بحيث تلي رتبته الرتبة السابقة المختارة من حيث الكبر (إذا كان يوجد مجمع من هذا 
النمط). ثم نقوم بتركيب هذه المجمعات» وهلم جرا. 

بالاستناد إلى (۱۳-۸) وبشكل مشابه ل )١-٠١(‏ فإننا نحصل بهذه الطريقة 
على التفريقات التالية حيث لامتغيرات الفتل كما هو معطى : 


A, = 0, © C, © ©, = C4 :0 
A, = C, © (C, © ©, © ©(( = ©, © Cu ; 3,0 
A, = C, © (C, © C, © C,) = C, © Cı ; 2,0 
A, = (C, © © © (C, © C, © CJ - ©, © C4 ; 6, 60 
Aş = C, © C, © (C, © C, © C;) = C, © ©, © Cy ;: 2-0 


A, = C, © (C, © ©( © (C, © ©, © CJ - ©, © ©, © ©, 0 


٤‏ - المولدات والعلاقات 
إذا أخبرنا ببساطة أن 4 زمرة إبدالية مولدة بواسطة ۸ عنصرا 4 € .4 ,... ٩,‏ فإن 
معلوماتنا عن 4 تكون قليلة جدا - بالتأكيد» إن هذه المعلومات لا تكفي لتعيين 4 تحت 
سقف التماثل . فعلى سبيل المثال» إذا كان 1 = )ء فإننا نعلم فقط أن 4 دوروية - 
يكن ل4 أن تكون ذات رتبة لانهائية» أو أن تكون رتبتها أي عدد منته . 


الزمر الإبدالية المولدة نهائبًا 51١‏ 


ما المعلومات الإضافية التي نحتاج إليها حتى نستطيع أن نصف تماما زمرة إبدالية 
مولدة بعناصر معطاة ,4 ,... ,,4؟ الآن» إن المعلومات المتوافرة لدينا تخبرنا أنه يمكن 
التعبير عن أي عنصر فی 4 بالشكل ,27,6 حيث 7 © ,7» ولكنها لا تخبرنا متى تمثل 
عبارتان مختلفتان من هذا الشكل نفس العنصر فى 4» أو» بوجه خاص» متى تمثل 
عبارة معطاة العنصر 0. بالطبع» إن عبارتين ,2,4 و ره ,27 تمثلان نفس العنصر في 
4 إذا وفقط إذا كان الفرق »( ۸ - ;2)۸ يثل العنصر 0 . 

إذن» نحتاج إلى معرفة العبارات ,2,4 التي تمثل العنصر0ء أو بکلمات أخرى» 
نحتاج إلى معرفة «العلاقات؟ المتحققة بين المولدات. إذا كتبنا قائمة تامة بجميع 
العلاقات؛ أي قائمة بالعبارات التي تمثل الصفرء فإننا نستطيع أن نعين 4 تماما - من 
الممكن أن ننظر إلى كل عنصر في 4 على أنه «فصل من العبارات»» وتنتمي عبارتان 
إلى نفس الفصل (أو تمثل عبارتان نفس العنصر فى 4) إذا وفقط إذا كان الفرق بينهما 
عبارة من عبارات القائمة التي تمثل العنصر 0. عندئذ» نستطيع أن نمجمع الفصول عن 

على سيل الالء إن 

< لکل 1 € C,= > a: 6na = 0 «n‏ 
(نقراً الطرف الاين كمايلى : الزمرة الإبدالية المولدة به والمحققة للعلاقات 
0 = »:6). في الحقيقة» إذا كان © يولد م0 فإن العبارة 710 تمثل الصفر إذا وفقط إذا 
كان ”|6 . بالمثل» إن 
< لكل لاء C, © 0, = < a, b : 2ma + Snb = 0 «m, n‏ 

في الحقيقة » إذا كانت زمرة إبدالية مجموعا مباشرا لزمرة جزئية دوروية رتبتها 
2 مولدة ب ©» وزمرة جزئية دوروية رتبتها 5 مولدة ب ط فإن العبارة 5 + ka‏ غقثل 

فى هذين المثالين» لاحظ أنه يمكننا أن نختصر الوصف وذلك بأن نكتب 

C, © 0, - <a, b: 28 - 5b = 0> gC =< 2: 68 - 0 < 

في الحقيقة» إذا كان 0 = 64. فإن 0 = »6# لكل عدد صحيح 27 وإذا كان 

0 = 55 = 24 فإن 0 = 55 + »27 ميم الأعداد الصحيحة ”و ۸. فى حالة م 
: : فق بخاله .من 


- 


1۲ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 
هذا النمط» فإنه يجب أن نأخذ العبارات التي تمثل الصفر على أنها التركيبات الخطية 
من العبارات المعطاة فقط (التي تمثل الصفر بالضرورة) . 

يوجد عائقان أمام هذه المقاربة . أولاء ماهذه «العبارات»؟ يبدو أن هذه العبارات 
يجب أن تكون عناصر في 4. ولكنها ليست كذلك؛ لأنه من المفروض أن تستطيع 
عبارتان مختلفتان «تمثيل» نفس العنصر . ثانياء ماذا يحدث عندما نحاول إنشاء زمرة 
مولدة بمجموعة معطاة من العناصر تحقق علاقات معطاة» بدلا من تعيين علاقات زمرة 
معروفة؟ فمثلاء ما معنى <0 = 4-78 = ط3 + 20 : 5 ,ه > = 8؟ إذا حاولنا أن نأخذ 
هذه الزمرة على أنها مؤلفة من «فصول عبارات» 715 + 76 وأن عبارتين تنتميان إلى 
نفس الفصل إذا وفقط إذا كان الفرق بينهما تر كيبا خطيا من ط3 + 20 و ط7 -ه» فإننا 
سنواجه مسألة إثبات أن جمع الفصول عن طريق جمع مثلاتها جمع حسن التعريف . 

لحسن الحظء توجد مقاربة مقنعة ورائعة للمسألة كلها. واضعين نصب أعيننا 
تصورنا للزمرة 8 المعطاة أعلاه» فإننا نفرض أن ۴ زمرة إبدالية حرة أساسها ر ,0 . 
عندئذ» يوجد تشاكل غامر 8 ج 7 :ع بحيث © ج 2« وط ج ر. إن -ه = ط3 + 26 
0 - ط7 تعني أن العناصر 3 + ×2 و7 - × تنتمي إلى 1»61#. كذلك إن الفكرة التي 
تفيد بأن العبارات الوحيدة التي من المفروض أن تمثل الصفر هي العبارات طا" + 7:6 
التي يمكن كتابتها كتركيبات خطية من ط3 + 24 و ط7 - 4» تعني بلغة دقيقة أنع1ع! 
تتألف بالضبط من التركيبات الخطية المكونة من 3 + 26 و7 - د بكلمات أخرى إن 
هذه العناصر تولد1652. إن هذا يضع الأمور على أساس مضبوط ويبين لنا كيف 
نعرف» بطريقة مضبوطة. ما معنى تمثيل زمرة إبدالية بواسطة مولدات وعلاقات . 


)6-١(‏ تعريف 

لتكن 4 زمرة إبدالية مولدة بواسطة 5 عنصرا 4 .... ,© وافرض أن 
8 ,... ,1 = ) (ي”.... م,”) هي #عديدا من النوع 5بحيث تكون ا مركبات أعدادا 
صحيحة . نقول إن 4 لها التمثيل )represenı)a)109)‏ : 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا 11۳ 


ارت ,0= Fj 4j‏ يه بره > 
: اح 


أو نقول إن 4 مولدة بواسطة (لاط 60618160ع) 4 ,... ,4 وتحقق العلاقات ا معرّفة 


5 
)i - 1, ...,1( defining relations)‏ 0 = ره ىم رلا إذا تحقق التالى : 


كلما كانت ۴ زمرة إبدالية حرة رتبتها 5 » وکان ,1 .... ,,1) أساسا لها» وكان 


ع هو التشاكل الغامر الوحيد 4 ج ۴ بحيث ,ه = ( 8)۴ لكل ؟ .... ,1 l=‏ فإن kere‏ 


0 
مولدة بالعناصر (1.... ,1= ) ز f‏ 37 التى عددها 1. 
1= 


ملاحظات 


-١ 


في الحقيقة ٠‏ لكي يت يتحقق الشرط المذكور أعلاه» فإنه يكفي أن ية يتحقق لأساس 
واحد لزمرة إبدالية حرة واحدة . لرؤية ذلك نفرض أن 1,7 .... )f,‏ اا 


وأنع هو التشاكل الغامر الذي يرسل كل ,/ إلى ,4 » وأن ۸ = ke۲۴‏ مولدة 
بواسطة العناصر (/ ,... ,1= )ر ؟ : r;‏ . لتكن ٨‏ زمرة إبدالية حرة أساسها 


۶ .... ,6/) وليكن "© هو التشاكل الغامر الذي يرسل كل // إلى ,ه حيث 
نواته هي . إذا كان 0 هو التماثل ۴ د ۴ المعرف بواسطة f‏ > (:0)7 
لكل : وكان "م = س فإن 0 “ع دع . إذن 0)6 ع = )ع = (0). وبالتالي 
فإن K۸‏ > (9)16 ؛ با مئل إن ۸ >(/£) با . إذن ¢(K)‏ ('6ل) برام = عل 
وبالتالي فإننا نحصل على المساواة . إذن» إن العناصر ر ر« > [ رم :ر37) 4 
تولد ٭. 

الآن» ينتج أنه إذا كانت (.” ,... ,,,”) هي ٤‏ عديدا من النوع 5 بحيث تكون 
المركبات أعدادا صحيحة معطاة» فإنه توجد زمرة مولدة بواسطة 5 عنصراء 
وتحقق العلاقات المعرفة المعينة بواسطة هذه العديدات التي هي من النوع 5. في 


1€ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


الحقيقة» إذا أخذنا زمرة إبدالية حرة 7 أساسها ل f‏ ,... ,,7)» وإذا جعلنا N‏ 
ترمز إلى الزمرة الجزئية المولدة بالعناصر ,/, ,27 فإنه يكون لزمرة القسمة 1/77 
التمثيل المطلوب . في الحقيقة» إن العناصر 27 + ,۴ تولد ۴/۸ وإن التشاكل 
الطبيعي ١‏ يرسل كل ,/ إلى ۸ + ,/ وإن ۸ = سععا؛ حيث N‏ مولدة بالعناصر 
را27 كما هو واضح من الإنشاء . 

-٣‏ لاحظ أننا لم نعرف «الزمرة» المولدة بعناصر معطاة والمحققة لعلاقات معرفة» 
ولكننا عرفنا «الزمرة الإبدالية» المولدة هكذا: نفرض أننا نفهم ضمنا أن قانون 
الإبدال متحقق . سوف لا نهتم بالزمر غير الإبدالية في هذا الكتاب . 
كما هو متوقع » فإن النتيجة التالية تبين أن الزمرة الإبدالية المولدة بمجموعة معطاة 

مكونة من 5 عنصرا والمحققة لعلاقات معرفة معطاة هي - بمعنى ما - «أكبر» زمرة إبدالية 

يكن توليدها بمجموعة من العناصر عددها ك بحيث تحقق العناصر العلاقات المعطاة . 

فعلى سبيل المثال» إن الزمرة ,€ مولدة بعنصر واحد © يحقق العلاقة 0 = ©6» ولكن 

هذه ليست علاقة معرفة في هذه ال حالة . 


)/-٠١(‏ مأخوذة 


لتكن <1 25-7 3Jj j =0 Vi=1,‏ :يه وه ,۾ >- 4 . ولتكن 8 


لكل :. عندئل» يوجد تشاكل غامر 8 -١‏ 4 : ۷ بحيث ,ط = 4)لإالكل 8 ,... ,1 - 1. 


اللروهان 

لتكن ۴ زمرة إبدالية حرة أساسها f,‏ ,... ,47 » لیکن 4 ج ۴ :ع هو التشاكل 
الغامر الوحيد الذي يحقق (5 > 1 > 1),» = (8)17» وليكن 8 د ۴ : م هو التشاكل 
الغامر الوحيد الذي يحقق ( > 1 > 1),ط = (/)4 . بالاستناد إلى (4-4) و )٠١-٥١(‏ 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيا 1٥‏ 


فإنه يوجد تماثل 4 جه ع7/167 : .2 ببحيث 6 = 2۷ حيث ١‏ هو التشاكل الطبيعي . 
الآن» وبالاستناد إلى التعريف» فإن العناصر ,2 تولد76عكاء ومن الفرض فإن م 
ترسل جميع هذه العناصر إلى الصفر . إذن 16:8 < 16:4 . ومن (4-0) ينتج أنه 
يوجد تشاكل 8 د ۴/۲8 : لم بحيث ‏ = :لز . لیکن 27 حلا . عندئذ» فإن 
pv(f) = (f) = b,‏ = ولع شر = va) = wef)‏ 
وبالتالي فإن ۷ هو التطبيق المطلوب. 
0 


و تو سس ست ست ۾ 


5 


F/kere 





ه - حساب اللامتغيرات من التمثيلات 

في هذه المرحلة» من الطبيعي أن نطرح المسألة التالية : إذا أعطينا زمرة إبدالية ۸ 
بدلالة تمثيل بواسطة «المولدات والعلاقات»» فماذا نستطيع أن نقول عن بنية 4,؟ على 
سبيل المثال» هل نستطيع أن نعين لامتغيرات الفتل والرتبة الحرة من الفتل ل ۸؟ إذا كان 
لدينا زمرة» فمن الممكن أن تكون لها تمثيلات مختلفة ؛ فعلى سبيل المثالء بما أن 
,© © ,€ = ,© فإن 

< 0 = 64 : ع > و < 0 3b‏ = م2 : 8 <a‏ 

تمثيلان لزمرة دوروية رتبتها 6. غالبا ما نهتم بمعرفة فيما إذا كان تمثيلان معطيان يعينان 
زمرتين متماثلتين أم لاء وإذا كنا نستطيع الحصول على لامتغيرات زمرة ما من تمثيل 
ماء فإننا نستطيع بالتأكيد أن نصل إلى تلك المعرفة . 

لتكن 


53 
A =< و ويك‎ a, رهنل‎ 0 Vi=1l, ..., I> 
اح‎ 


عندئذ» إن ۴/۸ = 4 حيث 7 زمرة إبدالية حرة أساسهال f‏ ,... .,7) و27 مولدة 
بالعناصر ,207,2 . إذا كنا نستطيع أن جد أساسا ٤ل‏ .... .171 ل /بحيث 


1٦1‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


N = 71)0,11( © ۰0 © 1)4, (‏ لأعداد صحيحة مناسبة وك | ٠٠١‏ | ك (من الممكن 
أن نفرض أنها غير سالبة)» فإن نتائج البند الأول من الفصل الثامن تخبرنا أن 19/77 
مجموع مباشر لزمر دوروية رتبها ,4 ,... ,,4. إذا حذفنا الأعداد التي تساوي 1 من هذه 
المتتالية» فإننا نحصل على متتالية عوامل لامتغيرة ل ۴/۸ ؛ إن عدد الأصفار فى هذه 
امتتالية هو الرتبة الحرة من الفعل ل 8/7 وإن العناصر الابتدائية غير الصفرية في هذه 
المتتالية» تكون متتالية لامتغيرات فتل ل 7/77 (وبالتالى ل4 ) . 

الآنء إذا كانت العناصر f‏ ,50 = د نا فإنها تكون أساسال × 
وبالتالي فإن نتائج البند الثالث من الفصل السابع تخبرنا ماذا نعمل . نفرض أن 
(,”) = ۸ مصفوفة الأساس (,7) بالنسبة إلى( ,)۰ ثم نجد مصفوفتين × و ۲ قابلتين 
للانعكاس على 1 بحيث ۸۲ 11 مصفوفة عوامل لامتغيرة ل 210 ثم نستخدم ×و ۲ 
لنعين الأساسين الجديدين فى 7 و 77 على الترتيب . 

ف اتلتقيقة» إن العا الساغة تعمل حي في بخالة كول التناضر وغ لشفل 
خطيا. لرؤية ذلك» نفرض ببساطة أن ,7 ,... ,7) تولد 27» وأن (ير) = ۷ مصفوفة 


4 
قابلة للانعكاس من النوع ۲ ×1 على 1 وأن ره رر = ۸ لكل؛ ,...,1 = :. إذا 
1= 


كانت (ن3) = ' ۲ ۰ فإن 
IJ j n; = DD j Yg 1p = DY j Dji Pk = ZO A, = P;‏ 

إذن» فإن الزمرة الجزئية (أو الحلقية الجزئية على 7) المولدة بالعناصر ۸ تحتوي على 
العناصر ,7 وبالتالى فإنها 27. 

فى الحالة العامة» نفرض أن (”) = ۸ مصفوفة المجموعة 7,7 بالنسبة إلى 
۴,3) حيث ۸ من النوع 1 × 5. وبالاستناد إلى )٠١-1(‏ فإنه توجد مصفوفة (,:) = × 
قابلة للانعكاس من النوع 5 × 5 على / كما توجد مصفوفة (,:) = 7 قابلة للانعكاس 
من النوع 1 + على ا بحيث 


RY = diag(d,, ....d)‏ كز 


1 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا 1¥ 


حيث ((1 ,5 لم1 = ا) ك | ٠٠١‏ | ,4 . علاوة على وجود × و ۲ فإنه توجد لدينا طريقة 
منتظمة لإيجاد ×و ۲ لیک : 


AS USS) 
ادر‎ 


1 
nf = بررط‎ (i=l, ..., 1) 
1=ز‎ 


عندئذ» فإن ١‏ ,... ,#) أساس ل ۴. وبالاستناد إلى الملاحظة المذكورة أعلاهء 
فإن إ٨‏ ,... ,17 تولد/2. بالاستناد إلى الحجة التي تسبق التعريف (/4-1) مباشرة» 


فإن مصفوفة المجموعة (/7) بالنسبة إلى f‏ هي (,4 ,... ,,4188)4 . الآنء ندرس 
حالتين هما کک 1و2 > 5. 


الحالة الأولى 
نفرض أن 2>5. عندئذ» فإن؛ = »و إf‏ ,4 =۸ لكل؛ ....,1 = :. إذن 
نحصل على 
N = ld f) 6٠.١ Ld, f;)= 1)4,11( 6٠١: © Ld, f;)‏ 
حيث نعرف 0 = ,4 = ... > ,4 . عندئذ» نحصل على متتالية من العوامل اللامتغيرة 
ذ ۴/۸ بواسطة حذف العناصر الابتدائية التى تساوي 1 من المتتالية 0 ,... ,0 ,4 .... ,,4 
(حيث عدد الأصفار هو؛ - 5) . 1 


الحالة الثانية 

نفرض أن > 5. عندئذ» فإن5 = » وإن f;‏ ,4 = ,8 لكل ؟ ,... ,1= ؛ وإن 
0= ۸ لكل : <:. عندئذء. يكن حذف العناصر 1 ,... ,1 وإن 
٠0 © 1)01(‏ ®( ,1)4 = 3 » وبالتالي فإننا نحذف العناصر التي تساوي 1 من 
4 ,... , لنحصل على متتالية من العوامل اللامتغيرة ل ٨/۸‏ . 


1۸ 


تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


إذن» إذا كانت لدينا زمرة إبدالية مثلة بعدد منته من المولدات والعلاقات فإنه 


يوجد مخطط منتظم لحساب لامتغيرات الفتل والرتبة الحرة من الفتل لتلك الزمرة بعدد 
منته من الخطوات . ويسمى المخطط من هذا النمط «خوارزمية» (تنتطاتمع281) . إن 
الموقف بالنسبة إلى الزمر الإبدالية مغاير تغايرا لافتا للنظر للموقف بالنسبة إلى الزمر 
العامة - نعلم أنه إذا كانت لدينا زمرة (غير إبدالية) ممثلة بعدد منته من المولدات 
والعلاقات» فإنه لا يكن أن توجد خوارزمية تقرر بعدد منته من الخطوات فيما إذا 
كانت تلك الزمرة زمرة الوحدة أم لا. 


أمثلة محلولة 


ب 


أوجد الرتبة الحرة من الفتل ولامتغيرات الفتل للزمرة الإبدالية 


< 3-4-7-0 + 28 :ط ,۾ > = 8 التى ذكرت أعلاه. إن «(مصفوفة 


العلاقات» هنا هى 
1 2 
7 3 
بالاستناد إلى مخطط واضح للاختزال نجد أن : 
0 1 2 1 2 1 1 2 
و و يده 
17 0 17 0 3 7 7- 3 
إذن ,© = ,€ © ,0 = 8. إن الرتبة الحرة من الفتل هي 0 ويوجد لامتغير فتل 
واحدهو17. 


أوجد الرتبة الحرة من الفتل ولامتغيرات الفتل للزمرة الإبدالية 
< 0 دم5 C=<a,b,c:a+b+c=3a +b+‏ 
الآنء إن مصفوفة العلاقات هي 
0 1 0 1 3 1 3 1 
2 0او ا2 0 بمب 2 0 اوي | 1 
0 0 2 0 2 0 5 1 
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لاحظ أننا في الحالة 1 < 5. إذن» إن متتالية من العوامل اللامتغيرة ل € هي 
0 ؛ إذن © © ي© = € وبالتالي فإن الرتبة الحرة من الفتل ل هي 1ء 
ويوجد لامتغير فتل واحد هو 2. 

أوجد تفريقا مباشرا من النمط المذكور في )١-١١(‏ للزمرة الإبدالية 

<a,b,c: Ta + 4b + c = 8a + 5b + 2c = 9a + 6b + 3c = 0 >‏ - 4م 
إن مصفوفة العلاقات هنا هي 


8 9 
R= 5 6 
23 


ل خم فم 


وبالصدفة فإننا قد اختزلنا هذه المصفوفة في نهاية الفصل السابع . إن العوامل 
اللامتغيرة لهذه المصفوفة هي 3,0 ,1» وبالتالي فإن زمرتنا هي ,© © ,0 . 
ولكن هذه ا معلومات لا تخبرنا كيف نحصل على «الزمر الحزئية» الحقيقية في 
4 التى تعطى مثل هذا التفريق . ويمكن إيجاد هذه الزمر الجزئية كما هو مبين فى 
الفقرة التالية . ۰ 

لتكن ۴ زمرة إبدالية حرة أساسها < ,ر ٠),‏ لیکن ع هو التشاكل الغامر 
الذي يرسل © + > ,5 ج ( ,ه جه + ولتكن 1016 = /2. عندئذء فإن العناصر 
5y + 22 , 9x + 6y + 3‏ + ×8 , > + ر4 + ×7 تولد N‏ وإن مصفوفة هذه 
العناصر بالنسبة إلى 2 ,ا ,4 هى المصفوفة ۸ المذكورة أعلاه. إذا كانت كل 
معن انناو #انعدام كه EEC EE‏ اميت 
R۲ = 0138)1,3,0(‏ "1 وكان > ,ر ,'3) أساس ۴ الذي مصفوفته بالنسبة 
إلى ,لا ,م هي 0 فإنناء بالاستناد إلى الخلفيات العامة للبند الثالث من الفصل 
السابع » نعلم أن < “3 > © < × >= ١‏ (حيث نستخدم < 5 > للدلالة على 
الزمرة المولدة بالمجموعة 5 وذلك بدلا من 7,5 ) . إذنء فإن ۴/۸ هي المجموع 
المباشر لزمرة دوروية رتبتها 3 مولدة بالعنصر ١N‏ + “7 وزمرة لانهائية مولدة 
بالعنصر N‏ + 2. الآن» نعتبر الرسم التخطيطي 


5 تطبيقات على الزمر والمصفوفات 
€ 
و gg‏ د۸ 
FIN‏ 
حيث « التشاكل الطبيعي و ۷ التماثل الوحيد الذي يجعل الرسم التخطيطي إبداليا. 
بما أن تماثلء فإن 4 هي المجموع المباشر لزمرة دوروية رتبتها 3 مولدة بالعنصر 
(/) ع - (“بر)بدم- (/8 + ”) ۷ وزمرة دوروية لانهائية مولدة بالعنصر 8)2 . 
إذن نحتاج إلى أن نجد المصفوفة 7]. إن "1 هي المصفوفة × المعطاة في نهاية 
الفصل السابع . بدلا من حساب "× مباشرة» فإننا نذكر أنه قدتم الحصول على × 
بواسطة تطبيق متتالية من العمليات الصفية على ,1 . إذن يكن الحصول على ' × عن 
يق تطبيق معكوس كل من هذه العمليات بالترتيب العكسي على ,1 . إن معكوس 
R, + CR,‏ و ,۸ء - ۸R,‏ (نستخدم الترميز الموجود في نهاية الفصل السابع ) ومعكوس 


RR,‏ نفسه ,۸ <> ,۸ ومعكوس ,۷۸ هو 118 . عندئذ» باستخدام هذه العمليات 


7 2 1 
U-=-X1-|4 1 0 
1 0 0 


إذنء فإن< = ج ,ر + 22 = ر,z‏ + و4 + 7x‏ 2 هو سناش #المطلوت» وإن 
b, €) = a‏ + 24 = جع . إذن < ۾ > © < زم + 204 > = 4 حيث الزمرة الحزثية 
الأولى دوروية رتبتها 3 والثانية دوروية لانهائية . إن زمرة الفتل الجزئية في 4 هي 
b>‏ + ع2 > ورغم أنه يكن تمثيلها بمولد مختلف (على سبيل المثال ط2 + ۾4) 
فإنها كزمرة جزئية» معينة بشكل وحيد في أي تفريق من هذا النمط . وبشكل مغاير 
فإن الركبة العدهة الف لست میا تشيكل وعد تال ذلك أن 
<ط + »3 > © < ط + 24 > = 4» وواضح أن المركبة الثانية مختلفة عن < © > . 
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الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا ۲۲١‏ 


تمارين على الفصل العاشر 

صنف الزمر الإبدالية التي رتبها هي )١(‏ 40» (ب) 136» (ج) 1080 و (د) 

01 . بكلمات أخرى» لكل من الرتب المعطاة اكتب قائمة تحتوي بالضبط 

على ممثل واحد لكل فصل تماثل للزمر الإبدالية ذات الرتبة المعطاة. أوجد 

لامتغيرات الفتل واللامتغيرات الأولية لكل من الزمر التي وجدتها. 

أوجد رتبة الزمرة الإبدالية < 0 = ط24 + »9 = ط6 + 34 : 4,6 > وأوجد 

لاتغيرات الف لها: 

أوجد الرتبة الحرة من الفتل» ولامتغيرات الفتل للزمرة 
b,c:2a+b=3a+c=0>‏ ,0 > 

A= <a, b, c:-4a+2b+6c = -6a+2b+6c = 7[a+4ظ+15‎ = 0< لتکن‎ 

أثبت أن 12 = |۸| . أوجد عنصرين 1 و۷ في 4 بحيث رتبة 1 هي 2 ورتبة ۷ 

هي 6و < ۷> © < »> = 4. 

اكتب بعض الأمثلة العددية المشابهة للتمارين السابقة إذا كنت تشعر أن ذلك 

ضروري. 

أوجد زمرا جزئية غير قابلة للتفريق بحيث يكون مجموعها المباشر هو الزمرة 

الحمعية ل ,7 حيث 252 ,30 ,12 ,10 = #. اكتب قائمة مفصلة تحتوي على 

عناصر كل زمرة جزئية واستخدم الترميز 1 - 7 ,...,1 ,0 (استخدم الأقواس 

المربعة إذا كنت تفضل ذلك) لوصف تلك العناصر. فعلى سبيل المثال 

(3 ,40 © +4 ,2 ,0) = 7. إن المأخوذة )١١-۸(‏ سوف تكون مفيدة في هذا 


الموقف . 
لتكن (,”) = ۸ مصفوفة قابلة للانعكاس من النوع 5 × 5 على /. ماذا تستطيع 
أن تقول عن الزمرة 


لخ 
S>‏ ,... ,1ع نا 0= as: 3Jj a;‏ ورك > ؟ 
ادر 


8 - لتكن » ,1 ,ك أعداداصحيحة وليكن 1 - ۷= 4. صف بنية 
< 0 = طلا + ra + 16 = sa‏ : ط a,‏ > حيث 0 هو (۱) ۰1 (ب) ۰2 (ج) عدد 
أولى و(د) 0. 

8- لتكن 4 زمرة إبدالية ممثلة ب د مولدا و٤‏ علاقة حيث 5 > 4. أثبت أن الرتبة الحرة 
من الفتل ل 4 هي - على الأقل . 

-٠‏ لتكن 4 زمرة إبدالية منتهية بحيث تكون رتب جميع عناصرها قوى عدد أولي 
ثابت . أثبت أن |4| قوة للعدد م . 

-١‏ ليكن م عددا أوليا ولتكن 4 زمرة دوروية غير تافهة رتبتها قوة للعدد م. أثبت 
أنه يوجد م حلا للمعادلة 0 = ×م في 4. أثبت أنه إذا كانت 4 هي المجموع 
المباشر ل5 زمرة دوروية غير تافهة رتبتها قوة للعددمء فإنه يوجد "محلا للمعادلة 
0= × فی 4. 

۲ - لك ع حماة یا رک م ي الزمزة ا ر 0 أنيث أن كل مرقة 
آولية ل ١‏ دورو وذلك عن ظريق ترجمة تيجة ارين ( 6١١‏ إلى العرمير 
الضربي . استنتج أن K*‏ دوروية . 

۳ ** - ليكن معددا أوليا ولتكن 4 زمرة إبدالية منتهية رتبتها قوة للعدد م» ولامتغيراتها 
الأولية هي “م ,... ,م حيث ,0 ك ... ک ,9 . لتكن 8 زمرة جزئية من 4. 
أثبت أن 8 مجموع او بعر ورو ر 
,8 > ...ك ,8 و به ك ,6 لكل 1 (يمكن لبعض العناصر 6 أن تساوي الصفر) . 
(إرشاد : استخدم الاستقراء الرياضي على 80 إن نتيجة التمرين الثاني في 
الفصل التاسع مفيدة هنا). ماذا تستطيع أن تقول عن العلاقة بين لامتغيرات 
الفتل لزمرة إبدالية منتهية ولامتغيرات الفتل لزمرة جزئية من تلك الزمرة؟ . 


م حيث 


(لفس 3 ګر 


التحويلات الخطيةء المصفوفات والأشكال القانونية 


في هذا الفصل › نستخدم الرمز ۷ للدلالة على فضاء متجه بعده 0 < 7 على حقل ۸ . 
بالاستناد إلى المبادئ البسيطة لنظرية الجبر ا لخطي » فإننا نعلم أنه إذا كان :0 تحويلا خطيا 
معطى من ۷ إلى ۷ فإنه يكن تمثيل :0 بمصفوفات كثيرة من النوع 7 × ۸ على 1. في 
الحقيقة» لكل اختيار لأساس ل۷ توجد مصفوفة مقابلة وحيدة (انظر المناقشة فى البند 
الثاني من الفصل السابع). وإذا كنا في موقف عملي فإننا نود أن نعلم كيف نستطيع 
أن نختار أساسا «حسنا» بحيث تكون مصفوفة » فى أبسط شكل ممكنء أو بكلمات 
أخرى» بحيث تكون مصفوفة » في شكل هو أقرب ما يمكن إلى شكل المصفوفة 
القطرية . الآن» سنشغل أنفسنا بمسألة اختيار أساسات من هذا النمط . ندرس المسألة 
عن طريق جعل ۷ حلقية على K]×[‏ بواسطة 0 (كما هو مبين في المثال الرابع من البند 
الأول من الفصل الخامس)» وملاحظة أن K]×[‏ حلقة تامة رئيسة» وتطبيق مبرهنات 
التفريق القوية التي حصلنا عليها في الفصل الثامن . إن الحل يقودنا إلى تصنيف العناصر 
» المنتمية إلى 800,17 تحت سقف إحدى علاقات التكافق . 


١‏ -المصفوفات والتحويلات الخطية 
ترميز 
لیکن ,۷ ,... ,لا = ١‏ آساسال ۷ وليكن ٤ ٤۸۵,۷‏ » حيث ۴1۵,۷ ھی حلقة 
التحويلات الخطية د ۷. لتكن (,ه) مصفوفة» بالنسبة إلى ۷ ؛ لقدعرفت هذه المصفوفة 
في البند الثاني من الفصل السابع بواسطة 


Y۳ 


Y€‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 
n‏ 
Jaj; v; Vi=l, .., n (1)‏ - زا a‏ 
ادر 


وسوف نس تخادم الرمز (14)0,1 للدلالة عليها (أي على (.6)). إذا كانت 
إ۷ .... , إا! = *۷ مجموعة جزئية منتهية من ۷ فإننا نستخدم الرمز (۷ ,*11)۷ 
للدلالة على (,5) حيث (,5) مصفوفة *</ بالنسبة إلى « وهى معرفة بواسطة 


n 
رشوة حدر‎ VSL e (2 
احز‎ 


لیکن /أملمظ8 € م وليكن كل من داو *« أساسا ل ۷ . عندئذ (كما رأينا في 
البند الثاني من الفصل السابع)ء إن العلاقة بين المصفوفة (« ,1)0 = 4 والمصفوفة 
(*۷ ,1)4 = *4 تعطى بالمعادلة ×4× = *4 حيث (« ,*4)۷ = × مصفوفة قابلة 
للانعكاس من النوع ۸ × 7. بالعكس» إذا كانت × مصفوفة معطاة من هذا النمط» 
فإننا نستطيع أن نستخدم (2) لإنشاء أساس *1ل/1 بحيث تكون مصفوفته بالنسبة إلى لا 
هي ٭ ؛ عندئذ» فإن لما = (*م ,)11 . إن هذا يحثنا على إعطاء التعريف التالي : 


)١-1١(‏ تعريف 

لیکن 11,16 ٤‏ 8 ,۸. نقول إن ۸ مشابهة (5171/47) ل 8 إذا وفقط إذا كانت 
توجد مصفوفة ×قابلة للانعكاس من النوع Jen xn‏ ! بحيث X"AX‏ = 8 . 

يستطيع القارئ أن يرى بسهولة أن التشابه يكون علاقة تكافؤ على 11,)16. 
بالاستناد إلى ذلك» فإنه إذا كان » تحويلا خطيا ل ۷ وكانت مصفوفته بالنسبة إلى 
أساس معين « هي 4 » فإن المصفوفات الكثيرة التي يكن تمثيل » بها بالنسبة إلى 
اشامات الي ا جى بالط ارات اا كه دن اال الى 
فک اها متهن كاو ا اا ٠‏ 

إذا كانت 4 مصفوفة معطاة من النوع ۸ × على » فأوجد مصفوفة *4 بحيث 
تكون ذات شكل بسيط ومشابهة ل 4. وأوجد مصفوفة × قابلة للانعكاس على ۸ 
حرق #قرت ھک 


التحويلات الخطية ء المصفوفات والأشكال القانونية Yo‏ 
في الحقيقة » افرض أنه قدتم حل المسألة الأصلية المتعلقة بإيجاد أساس حسن 
بالنسبة إلى تشاكل داخلي» وافرض أن 4 مصفوفة معطاة من النوع ۸ × ۸ على £ . 
باستخدام (1) فإننا نمجعل 4 تعمل كتشاكل داخلي :0 لفضاء متجه ۷ بالنسبة إلى أساس 
EG‏ ء ”>1 الذي يتكون من 
العديدات من النوع 7 التي عناصرها ت: تنتمى إلى 16. ونأخذ الأساس ,© ,. €{ 
حيث ,© هو المتجه الذي يتكون من 1 في المكان ذي الرقم : ومن 0 في الأماكن الأخرى) . 
عندئذ» إن الحل الذي تم الوصول إليه يخبرنا عن الكيفية التي يجب أن نختار بها ساسا 
*« ل ۷ بحيث يكون شكل (*« ,»)1 هو الشكل البسيط المطلوب. ولكن 
XA‏ = (*ما ,)1 حيث (۷ ,*14)0 = × وبالتالى فإننا نكون قد وصلنا إلى حل 
المسألة الثانية . وإذا ناقشنا فى الاتجاه العكسى » فإننا نيحد أنه إذا حلت المسألة الثانية فإننا 
بطح أن تل الالال بدأنا بها.. ٠‏ 
إن المسألة الثانية مهمة في كثير من مجالات الرياضيات البحتة والتطبيقية. 
سنكتفي هنا بذكر موقف يظهر في نظرية الزمر . لتكن (61,)۸ = © الزمرة الضربية 
الكونة من جميع المصفوفات القابلة للانعكاس من النوع >« على × - يمكن النظر 
إلى هذه الزمرة على أنها زمرة عناصر الوحدة فى (1,)16. عندئذ» يكون عنصران فى 
EE‏ إذا وانفظ إذاكانا تور درمت القن فى 6 ]أن إذاهلث المبنالة النائية؟ 
فإننا نستطيع أن نجد في كل فصل ترافق ل © مصفوفة ذات شكل بسيط» وبالتالي فإننا 
نحصل على معلومات حول فصول الترافق ل 6» وفي الحقيقة نحصل على تصنيف 
لفصول الترافق . إن هذه المعلومات مهمة في موضوعات كثيرة وبوجه خاص في نظرية 
تمثيل الزمر. 


؟ - الفضاءات الحزئية اللامتغيرة 
سبق أن ذكرنا الفضاءات الجزئية اللامتغيرة في المثال الأول في البند الثاني من 
الفصل الخامس . نذكر بأنه إذا كان 580,17 »© 20 وكان نا فضاء جزئيا من ۷ء فإن لل 
فضاء جزئى لامتغير بالنسبة إلى 0 إذا كان يحقق الشرط نا ح (0) . إن هذه 
الفضاءات الخوقية اللدمتيرة وقيفة الصلة باللسآلة الى نما ها وذلك شيب العالي ؛ 


)۲-١١(‏ مأخوذة 
لیکن 820,07 ع » وافرض أن ,۷ © ... © ,۷ = ۷ حيث ,۷ لامتغير بالنسبة 


: 60م 
إلى :0 لكل . ليكن “ا أساسا ل 7الكل ۸ .... ,1= اوليكن (أنال]-< . عندئذ» 
i=]‏ 


فإن أساس ل ۷ وإن (« ,»)1 تكون من الشكل 


A41 |0| --- 0 
0 : 
e 


حيث القطاعات (4.)0100165 موضوعة قطريا و vay»)‏ = 4 » وحيث جميع 
عناصر ۸ التي تقع خارج القطاعات ,4 تساوي الصف ر . إن ,۸ مصفوفة من النوع 
2 6 حيث ,012037 = n,‏ . 

بالعكس» إذا كانت مصفوفة :0 بالنسبة إلى أساس ل 17 هي من الشكل 
ا موصوف آعلاه» فإن ۷ ينشط ركمجموع مباش ر لفضاءات جزئية لامتغيرة بالنسبة إلى 
0 عددها ۸» وذلك كما هو موصوف أعلاه . 


البرهان 

نفرض أن القارئ حسن الاطلاع على المجموع المباشر للفضاءات الجزئية. 
وعلى أي حال» إن هذا ليس إلا المجموع المباشر لحلقيات جزئية على £ إذا نظرنا إلى 
۷ على أنه حلقية على > . 

E E‏ 2 ر۷ = ر حیث 0 = رز » ۷ن = ۸ ديز 
و din۷,‏ = ,م = ,رز -ز. عندئذ فإن(,« ,... ,,۷) = «. بما أن ,2۷ = لآ فإنه يمكن 
التعبير عن أي عنصر ۷ ع × على الشكل ,× + ... + ,× = × حیث ,۷ © ,×. عندئذء 
يمكن التعبير عن ,× كتركيب خطي من عناصر 1 وبالتالي فإنه يمكن التعبير عن × 
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n k 
7, e ۸ كت ركيب خطي من عناصر من ادال ] =۷ . إذا کان 0= رلا 3,4 حيث‎ 
ادر‎ i=إ‎ 
فإننا نحصل عندئذ على 0 = ر + ... + ,لر حیث جمع ر22۷ = إلا من 1 + ,= آرإلی‎ 
إز؛ أي نمجمع على عناصر أساس ,۷ . با أن المجموع ,۷ © ... © ,۷ مباشر» فإن‎ 
لكل برك رك 1 + رز‎ A = 0 ,لکل ۸ک :> 1 . وا أن "بد أساس ل ,۷ فإن‎ > 0 
.۷ وبالتالي لكل ر. إذن» إن« أساس لد‎ 
وبالتالي فإن ,۷ ء (0)ه . إذن»‎ «, ٤ ۷, افرض أن برك تر > 1 + ,_إر. عندئذ» إن‎ 


7 
فإن (۷)» تركيب خطي من عناصر #انا؛ أي أن ر« ;3 = [ره) ٩‏ حيث 0 = ,رو إلا 
اعم 


إذا كان بز > / > 1 + ,إز. إذن» إذا كانت (24)0:,1 = 4 فإن العناصر غير الصفرية التي 
يمكن أن تظهر فى الأعمدة بر ,... ,1 + ,_,رفى 4 لا بد لها أن تظهر فى الصفوف 
e,‏ + وبالتالي فإننا نحصل على قطاع ,4 كما هو موصوف . واضح أن ,4 
مصفوفة ,[0 بالنسبة إلى ا حيث ,0 هو اقتصار :© على ۷» وأن ,4 من النوع 
707 


نترك للقارئ إثبات العكس » ويمكنه أن يفعل ذلك عن طريق عكس الحجة السابقة . 


رفسير 

١‏ - لتكن ,۷ ,... ۷ فضاءات جزئية من ۷ بحيث ,17 © ... © ۷ = ۷ ولكل ا 
افرض أن :0 عنصر فى E11۷,‏ . نعرف عنصرا ٤۸۵,۷‏ © :0 كما يلى : إذا كان 
7 © ا« فاكتب ,۷ + 5 ,۷ = ۷ حیث ,۷ ع وو لاح ا الا 
بشكل وحيد ثم عرف (007 بواسطة 

ل 000 + ... + رمم ين = av)‏ 

يستطيع القارئ أن يتحقق بسهولة من أن 0 تحويل خطي ل ۷ سق 
«المجموع ا مباشر» su(‏ 4176©1) ل 0 ,... ,,/0 ويكتب ,0 © ... © ,¢ = 0 . 
إذن» الترميز ,» © ... © ,0 = » سوف يقتضي دائما أن .0 تحويل خطي لفضاء 
جزئي ,۷ من لآ وأن ,لا © ... © ,۷ = ۷. 


A۸‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


؟ - إن المصفوفة 4 التي تكون من الشكل المعطى في »)۲-١١(‏ تسمى «المجموع 
القطري» (<تناد 01380221) للمصفوفات ,4 وتكتب ,4 © ... © ,4= 4. 


إن المأخوذة )۲-١١(‏ تظهر التقابل بين تفريقات 0 كمجموع مباشر غير تافه 
لتحويلات خطية لفضاءات جزئية من ۷ ومصفوفات © التي هي مجموع قطري غير 
تافه لمصفوفات أصغر . 


* - ۷ كحلقية على [:]ء1 

لقد شرحنا شرحا مطولا في السابق كيف نجعل ۷ حلقية على K]×[‏ بو اسطة» » 
حيث 0 تحويل خطي معطى ل۷ (انظر المثال الرابع في البند الأول من الفصل الخامس) . 
إذا كان K]×[‏ € مه + ... + × + ره = f‏ و۷ ٤‏ نافإن نث/ يعرف بواسطة 

fv = f(O(V) = av + به‎ @(v) + ... + 4 0700( 

وكما لاحظناء إن الاختيارات المختلفة ل» تقابل بنى مختلفة ل ۷ كحلقية على »K]×[‏ 
ولكننا سوف نتعامل مع عنصر ثابت © طوال هذه الدراسة . 

علاوة على ذلك . إن الحلقيات الجزئية على K]×[‏ فى ۷ هى بالضبط الفضاءات 
الجزئية اللامتغيرة فى ۷ (انظر المثال الخامس فى البند الثاني من الفصل الخامس). 
إذن» إن تفريقا ل ۷ كمجموع مباشر من الحلقيات الجزئية على K]×[‏ هو نفس الشيء 
كتفريق ل17 كمجموع مباشر من الفضاءات الحزئية اللامتغيرة بالنسبة إلى :0 . ويمكن 
أن نحصل على مثل هذه التفريقات عن طريق استخدام نتائج الفصل الثامن وذلك 
بعد ملاحظة أن ۷ حلقية مولدة نهائيا على [16]3. ومع ذلك» فإننا سوف نهتم في 
البداية ببعض خواص K]×[‏ التي تجعل التعامل مع هذه الحلقة ألطف من التعامل مع 
حلقة تامة رئيسة عامة أو حتى مع حلقة إقليدية عامة. 
ملاحظة 

بالطبع » نستطيع أيضا النظر إلى ۷ على أنه حلقية على . ومع ذلك فإنه من 
المناسب أن نواصل استخدام المصطلح «فضاء متجه» للدلالة على بنية ۷ كفضاء متجه 
عادي وأن نحتفظ بالمصطلح «حلقية» للدلالة على بنية ۷ كحلقية على K]×[‏ التي قد 
تكلمنا عنها أعلاه . 
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(۳-۱۱) تعريف 
إذاكانت K]×[‏ © #كثيرة حدود غير صفرية » فإننا نقول إن f‏ واحدية (010) 
إذا كان معاملها الأعلى يساوي 1؛ أي أن f‏ تأخذ الشكل 
(ae K,r 20)‏ مر ادهل ... + عه جره - 1 


)4-١١(‏ مأخوذة 
إن أية كثيرة حدود غير صفرية في [:]»1 تتشارك م عكثيرة حدود واحدية وحيدة . 


البرهان 

نذكر بأن عناصر الو حدة فى K]×[‏ هى عناصر »K*‏ وعادة ما يشار إلى هذه 
العناصر على أنها السلّميات غير الصفرية أو الثوابت غير الصفرية . إذن» تكون كثيرتا 
حدود متشاركتين إذا وفقط إذا كانت إحداهما مضاعفا سُلّمِيا غير صفري للأخرى . 
إذا كانت كل واحدة من كثيرتي الحدود المتكلم عنهما واحدية فإن مقارنة الحد ذي 
الدرجة العليا فى الأولى بالحد ذي الدرجة العليا في الثانية تعطينا أن السّلّمي الذي 
تكن بيده يتن أن یکر 15ء الال فان كتيرى ادود مار هان علاوة على 
ذلك» إن كل كثيرة حدود غير صفرية تتشارك مع كثيرة الحدود الواحدية التي نحصل 
عليها عن طريق قسمة كثيرة الحدود المعطاة على معاملها الأعلى. 

تؤدي كثيرات الحدود الواحدية دورا مشابها للدور الذي أدته الأعداد الصحيحة 
الموجبة فى الفصل السابق . لتكن 1 حلقية على [×]۸ وليكن 104 © 77» وليكن .هو 
مثالى ترتيب :7 ؛ عندئذ» با أن [»]× حلقة تامة رئيسة» فإنه يوجد [«]ظ f ٤‏ بحيث 
1] = 7. بالاستناد إلى )۷()٤-٤(‏ فإن العناصر التى يمكن توليد 7 بها هى بالضبط 
العناصر المتشاركة معتر. إذنء إذا كان (0) ۶ ل فإنه توجد كثيرة حدود واحدية (وحيدة) 
مولدة د ل وبالتالى فإنناء عند الحديث عن «مرتبة ۳ )ء نقصد بذلك كثيرة الحدود 
الوا هتو اا إذا كان 2403 اة لا سد الى عمو سا برق ة 8 إن 
هذا مشابه للموقف الذي ننظر فيه إلى رتبة عنصر في زمرة إبدالية على أنها المولد 
الموجب الوخيد لثالي ترتيث ذلك العنصرد ٠‏ 


ررض تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


ما أن K]×[‏ حلقة تامة رئيسة» فإن العناصر الأولية في K]×[‏ هي كثيرات الحدود 
غير القابلة للتحليل؛ أي العناصر غير القابلة للتحليل بالمعنى المعتاد. ويكون من 
المناسب غالبا أن نتعامل مع العناصر الواحدية غير القابلة للتحليل» لأنه لا يكن 
لعنصرين مختلفين من هذا النمط أن يكونا متشاركين . ومن هذا المنظور» فإن العناصر 
الواحدية غير القابلة للتحليل تشابه العناصر الأولية الموجبة في 7. الآن» يمكن أن 
نكتب مبرهنة التحليل الوحيد في [×]× بشكل أقوىء كما يلي : 

إذا كان [«]ظ ع / 20 فإنه يكن كتابة/ على الشكل ,م ... ,ره = f‏ حيث © 
سُلّمي غير صفري والعناصر ,م كثيرات حدود واحدية غير قابلة للتحليل و 0< /. في 
مثل هذا التحليل» يكون السلمي © وحيد التعيين» وتكون العناصر الواحدية غير القابلة 
للتحليل ,م .... ,م معينة تحت سقف الترتيب الذي تظهر به. 

قبل أن نبدأ بتطبيق مبرهنات الترفيق الموجودة في الفصل الثامن على ۷ء حيث 
۷ حلقية على []6. فإننا نحتاج إلى التأكد من أن ۷ مولدة نهائيا . 


(11-ه) مأخوذة 

إذا استخدمنا الترميز ا مقدم أعلاه فإن ۷ حلقية فتل مولدة نهائيا على [::]»1. 
البرهسان 

ليكن ,۷ ,... ,40 أساسا ل ۷. عندئذ» يكن كتابة أي عنصر ۷ © « على 
الشكل ,24,۷ = ۷ حيث ۸ © ,4. ہا أننا نستطيع أن ننظر إلى عناصر × على أنها 
كثيرات حدود ثابتة» فإنه يمكن النظر إلى ۷ على أنه ت ركيب خطي من ,۷ ,... ,۷ حيث 
تنتمى المعاملات إلى []» وبالتالى فإن ,لد,... ,۷ تولد ۷ كحلقية على [×]۸. 

)۸+ 1 الآنء عا أن م = صنل فإن العناصر (07')0 ,... ,(0/000 ,ا (التي عددها‎ ٠ 
تكون غير مستقلة خطيا على ۸. إذن» توجد عناصر ۸ € ,۸ ,... رط أحدها على‎ 
الأقل لا يساوي الصفرء بحيث‎ 

bov + b, a(v) + ... + b, @"(v) = 0 
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إذن 0 = f۷‏ حيث f‏ كثيرة الحدود غير الصفرية "×ط + ... + ×ط + رط . إذن ۷ حلقية 
فتل . 

الآنء نستطيع تطبيق المبرهنة (۲-۸) على ۷» ونجد أنه إذا نظرنا إلى ۷ على 
أنها حلقية على »K]×[‏ فإنه يكن التعبير عن ۷ كمجموع مباشر ,۷ © ... © ,۷ = ۷ 
حيث كل ,۷ هي حلقية جزئية دوروية غير تافهة مرتبتها ,4 و ,4 | |٠٠٠‏ ,4 . بما أن 177 
حلقية فل فإنه لا تظهر أية حلقية جزئية دوروية عديمة الفتل» وبالتالي يكن أخذ 
كل ,4 على أنها واحدية . بما أننا قد فرضنا أن كل ,۷ مختلف عن (0)» فإن كل ,4 
مختلف عن 1 . الآن» إن كل ,۷ فضاء جزئي لامتغير بالنسبة إلى » وبالتالي ينتج من 


)5-1١(‏ أن 4 © ... © ,» = ه حيث = ت 


)5-1١(‏ تعريف 

ليكن :0 نحويلا خطيا ل ۷» ولتكن ۷ حلقية على K]×[‏ بواسطة » . نقول إن » 
دوروي من ال مرتبة f‏ إذا كانت ا حلقية 77 دوروية من ا مرتبة f‏ . 

نترك دراسة هذا المفهوم بشكل مؤقت» ويمكننا الآن أن نستنتج من المبرهنتين 
(-5) و (0-8) مايلي: 


)۷-۹١۹(‏ مبرهنة 
لتكن 800,17 ٤‏ 0 . عندئذ» يكن التعبير عن 0 على الشكل 
0 © ... © ره = ي0(0 < )s‏ حيث : 
(D‏ 0 تحويل خطي دوروي مرتبته كثيرة حدود واحدية غير ثابتة ,4» 
.d || Ad, GD‏ 
إن كثيرات ا حدود الواحدية الناتجة عن تفريق ل :0 محقق ل (1) و (11) تكون 
معينة بشكل وحيد بواسطة :0 . 
إن النص المتعلق بالوحدانية صحيحء لأن أي تفريق من هذا النمط ل» يقابل 
تفريقا «لامتغير الفتل» ل ۷ حيث ۷ حلقية على K]×[‏ . بالمثل» من )١5-/(‏ نحصل 
على ما يلي : 


۲ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 
)۸-۹۱١(‏ مبرهنة 

لیکن ,18020 ع :0 . عندئذ» يكن التعبير عن :0 على الشكل 
٩, )۲ < 0(‏ © ... © ,» =» حيث كل ,0 تحويل خطي دوروي مرتبته قوة (0 < (s5;‏ انو 
حيث ٩,‏ كثيرة حدود أولية واحدية . 

إن مجموعة القوى الأولية الواحدية الناتجة عن تفريق من هذاالنمط د»» تكون 
معينة بشكل وحيد بواسطة 0 تحت سقف الترتيب الذي تكتب القوى به. 


ملاحظة 

إذا نظرنا إلى الفضاء الجزئي ,۷ الذي يؤثر 0 فيه على أنه حلقية على [×]. فإن 
هذه الحلقية دوروية ومرتبتها قوة عنصر أولي» وبالتالي» بالاستناد إلى )١17-/(‏ نجد 
أنها غير قابلة للتفريق . إذن» لا يمكن تفريق ,۷ إلى مجموع مباشر لفضاءين غير تافهين 
ولامتغيرين بالنسبة إلى »» وبالتالي فإن تفريق 0 المعطى أعلاه في )۸-١١(‏ هو 
«التفريق الأكثر تهشيما» الذي يمكن الحصول عليه . 

الآنء نسأل أنفسنا عن معنى كون التحويل الخطي دورويا من المرتبة #. للإجابة 
عن هذا السؤال» كرا نكر EEE‏ قير EE‏ 
(ynomia1اoم )minima[‏ لتحويل خطى 0 . 

لیکن (0 = (۸)۵ : [×]۸ ٤‏ 48 = 7. إذن» 7 تتكون من جميع كثيرات الحدود 
]كا € ¥ ,4+ ... + a, + a‏ = 5 التى تحقق 0 = (0/00 ه+ ... + (ناعم 4 + ar‏ 
لكل ۷ © . يستطيع القارئ أن ينبت بسهولة أن 7 مثالي في []۸. علاوة على ذلك 
فإننا ندعي أن(0) ± 7.. في الحقيقة » بالنسبة إلى عملية الجمع وعملية الضرب السلمي 
فإن /,820 فضاء متجه بعده 72 على ۸. إن أسهل طريقة لرؤية ذلك هي استخدام 
ا لحقيقة التى مفادها أن (6) 2:11 120,17 وأن نلاحظ أن (10,)16 فضاء متجه على ۸ 
أساسه مكون من : مصفو فة ,8 حيث ٨,‏ هي المصفوفة التي تحتوي على 1 في ا كان 
( ,) وعلى 0 في الأماكن الأخرى . إذن» إن العناصر "02 ,...,» ,1 التي عددها 
1 + 72 تكون غير مستقلة خطيا على × (حيث 1 يرمز إلى التحويل الخطي المحايد)» 
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وبالتالى فإنه توجد عناصر مناسبة ۸ ٤‏ ,۾» أحدها على الأقل مختلف عن الصفرء 
2 

بحيث 0= "0 ر +٠١0 + a‏ 0ر4 + aol‏ حيث 0 يرمز إلى التحويل الصفري. 


وبالتالي فإن "× ره + +٠٠٠‏ ره + ره كثيرة حدود غير صفرية منتمية إلى .. 
عندئذ» نستنتج من الملاحظات التي تلت )5-١١(‏ أنه يو جد مولد واحدي وحيد 
ل J‏ ويسمى هذا المولد كثيرة الحدود الأصغرية ل0 ونرمز له بالرم زه 15م . لاحظ أن 
0 زص كثيرة حدود فى [1]2 وأنها معينة بشكل وحيد بواسطة الخواص التالية : 
êê minal‏ 0ت )م 
(11) © .اص واحدية. 
ينتج من () أنه إذا كانت م كثيرة حدود غير صفرية بحيث 0 = (0) » فإن 
درجتها تكون أكبر من أو تساوي درجة 0 18م . إذن» :210 هي أيضا كثيرة الحدود 
الواحدية الوحيدة ذات الدرجة الصغرى التى تفنى » . وبلا شك فإن القارئ قد آلف 
معظم هذه المعلومات التي هي من مبادئ الجبر الخطي . 


(4-99) مأخوذة 

لیکن 10,177 ع :0 . عندئذ » فإن :0 دوروي إذا وفقط إذا کان يوجد ۷ € ۷ 
بحيث تكون العناصر ... ,(0)۷ ,(«)» ,۷ مولدة ل ۷ (كفضاء متجه) . فى تلك ا حالة » 
إن ۷ يولد ۷ كحلقية على [:]»! وإن مرتبة » هي كثيرة ا حدود الأصغرية د . 


البرهان 

بالطبع » إن القول بإن العناصر ....(0:0 ,۷ تولد ۷ يعني أنه يكن التعبير عن كل 
عنصر فى ۷ كتركيب خطى من مجموعة منتهية من هذه العناصر . نفرض أن ...,(0:)0 ,لا 
تولد ۷ تدك إذا كان 1/7 ع cu‏ فإن av + 4 000( + ... +a, 0° (v)‏ = لا حيث a, € K‏ 
عناصر مناسبة ويمكن لبعضها أن يساوي الصفرء وبالتالي فإن ۷ع = » حيث 
+a, ¥ € K[x[‏ ... + ره + ره = ع. إذن» إن يولد []» = ۷ كحلقية على 
K]»[‏ . بالعكس» إذا كان «[×]۸ = ۷ وإذا عكسنا الحجة المستخدمة أعلاه فإننا نجد 
أن ...,(«) ,ا تولد ۷ . 


٤‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


بالاستناد إلى التعريف »)1-١١(‏ نجد أنه إذا كانت مرتبة 0 هى / فإن مرتبة نا 
0 ل م د 


{ge KI») : : g۷ = = 0= ={ge KL : : 8(0) = ۰07‏ = ا 
وإن المولد الواحدي الوحيد لهذا المثالى هو » 1018 وذلك بالاستناد إلى تعريف كثيرة 
الحدود الأصغرية. ۰ 
يوضح المثال التالي المفاهيم التي قدمناها حتى الآن . 


شال 
ليكن ,۷ فضاء متجها بعده 1 على () وأساسه ( 40 وليكن ,0 هو التحويل 
الخطي الوحيد ل ,۷ الذي يرسل ر۷ إلى ,۷«-. واضح أن ,۷ حلقية دوروية على [*] © 
a‏ ا ا 
لان 0 = ,۷ + ۷ - ع ,۷ + (رم) ريم = ,10 + ) . ولأن أية كثيرة حدود غير صفرية لا 
ترسل ,< إلى الصفر إذا كانت درجتها أقل من درجة 1 + . 
لیکن ر۷ فضاء متجها بعده 2 على [) وأساسه (ي/ ,ر/) » وليكن ره هو التحويل 
الخطي ل ر۷ الذي مصفوفته بالنسبة إلى هذا الأساس هي 
1 
2 1 
إِذنء ,2۷ = (ر۷)ر@ و ۷ + ر2۷ = (ر۷ )ر . واضح أن ر« و (رنا)ريه مستقلان 
خطيا على @ وبالتالي فإنهما يولدان ,لا ؛ إذن ر۷ حلقية دوروية على K]×[‏ بواسطة 
ر0 مولدة بالعنصر رلا. نلاحظ أن ,دا = (,:0(آ2 - يه) و 0 = 21()v,(‏ -يه0)ء 
وبالتالي فإن 0 = ,/2(2 - *) . إذن ر «ذص يقسم ”(2 -×)» وجا أن #0 0-21 
فإنه ينتج أن ”(2 - ») = ره «فنص» وبالتالي فإن ”(2 - ×) هي مرتبة ر۷ . 
الآنء لیکن ر۷ ® ,۷ = ۷. نستطيع أن ننظر إلى ۷ على أنه فضاء أساسه 
3ر۷ ورلا ,۷) . لیکن ره © ,» = :0 . بالنسبة إلى هذا الأساس فإن مصفوفة » هي 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية 0 


-1 0 
0 
2 


2 لحم نم 


0 
0 
الآن» إذا نظرنا إلى ۷ على أنها حلقية على [*]0) بواسطة 0 فإن ,۷ حلقية 

جزئية دوروية مرتبتها 1 + × مولدة بالعنصر ,لا وإن ر۷ حلقية جزئية دوروية مرتبتها 
22 -*) مولدة بالعنصر ورلا. با أن 1 + × و (2 -») أوليتان نسبياء فإننا بالاستناد إلى 
)١1-(‏ نجد أن ۷ دوروية من المرتبة (2 -*)(1 + ) ومولدة بالعنصر< = ر۷ + ,لا. 
يستطيع القارئ بسهولة إثبات أن ()02 ,(«)» ,لا تولد ۷ . علاوة على ذلك» بالاستناد 
إلى »2٠١-/(‏ فإن ۷ هي المجموع المباشر لحلقية جزئية دوروية مرتبتها 1 + × مولدة 
بالعنصر :2(2 -*) ومن حلقية جزئية أخرى مرتبتها ”(2 -*) مولدة بالعنصر 
(1 + ). واض ح أن ,9۷ = ,20۷ - ,0) = ,220 - ج) = 20 -) وأن 
ولا + ر3۷ = ر۷ + (ر۷)ر = ,رلا(1 + 6ز) = 1(۷ + ) . وواضح أن ,9 مولد آخر ل لا 
ويستطيع القارئ أن يرى بسهولة أن ر« + ر3 يولد ,۷ - يجب أن يكون الوضع كذلك 
لأن ,۷ و ر۷ هما المركبتان الأوليتان ل ۷» وبالتالى فإنهما وحيدتان» وذلك استنادا 
إلى .)1١-(‏ إن فهما سليما لهذا المثال البسيط سوف يكون مفيدا جدا للقارئ في 
المرحلة القادمة . ا 


5 - المصفوفات الخاصة بالتحويلات الخطية الدوروية 
الآن» سوف نبين أنه يكن إعطاء مصفوفة التحويل الخطى الدوروي أشكالا 


)١١-11(‏ مأخوذة 

لیکن » تحويلا خطيا ل ۷» وافرض أن » دوروي مرتبته f‏ . علاوة على ذلك » 
افرض أن (40 + ۷. لتكن 0# = 7هى درجة f‏ وليكن ١۷‏ مولدا ل ۷ كحلقية على 
K]×[‏ بواسطة » . عندئذ» إن العناصر o)‏ ,... ,() ,نا تكون أساسا ل ۷ . وبوجه 
حاص إن ۷ صنل = 9f‏ . 


طرف تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


البرهان 
بالطبع» لقد فرضنا أن ر واحدية . بما أن (0) < 17 فإن 1 / وبالتالي فإن 
.df =m < 0‏ 


أولاء سنثبت أن ((1)0-”0 ,... ,(۷)» ,«) مستقلة خطيا. لتكن _,ط ,... رط 
عناصر في »ل بحيث 0 = (۷)' "0 ,ظط + ... + ,)v(‏ + نط . عندثذء إن 
vv =0‏ حم اطع ...+ b,x‏ جين6). 
إذن f‏ (أي مرتبة ۷) تقسم ' ٨"‏ _,ط + ... + ×ط + رط ونلاحظ أن درجة كثيرة الحدود 
هذه هي أقل من أو تساوي 1 -:7. با أن 0 < ” = 2f‏ فإن كثيرة الحدود تلك هي كثيرة 
الحدود الصفرية . إذن0 = _,ط = ...= رط. 
الآن» سنثبت أن العناصر المعطاة تولد ۷ . ليكن ۷ > ». بما أن« يولد ۷ كحلقية 
على [×]۸ فإنه یر جد [×]۸ © ۸ بحيث ۸۷ = + . بالاستناد إلى خاصة القسمة الإقليدية» 
فإننا نستطيع أن نكتب ۲ + 4/ = ۸ حيث 2 > 2. عندئذ» إن 
رم ع بم + qfv‏ = برز(م + .u = hv = (fq‏ 
الآن» إن درجةأقل من أو تساوي 1 -:7» وبالتالي فإن٣تأخذالشكل‏ 
آ۳ + ... + عم + ر٣.‏ إذنء» فإن 
ry + FOV) +... + r, _, 0" (vw)‏ = مدر = يز 
وبالتالي فإن » تر كيب خطي من العناصر («)' ”0 ,... ,(00 ,لا على ۸ . إن هذا ينهي 
برهان المأخوذة . 


)١١-١١(‏ نتيجة 
إذا استخدمنا الفرضيات ا موجودة فى »)٠١-١١(‏ فإن مصفوفة » بالنسبة إلى 


٠‏ اع 


الأساس ١‏ (نا)! - "0 ,... {v, C(V),‏ هي 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية ¥ 


مه 20.. 0 0 0 
به 0 0 0 
و أ هه 10 0-1 
ا رع 
بن - 0 1 0 0 
نوك 14 0 O OBA‏ 


حيث "× + 71" a‏ + ...+ 4 + نه = f‏ 
وهكذا فعناصر (0)1 التي تقع أسفل القطر مباشرة تساوي 1 وعناصر العمود 
الأخير في (0)1 هي معاملات f‏ بعد حذف ا معامل الأعلى وتغيير إشاراتهاء وتساوي 

عناصر (0)1 ال متبقية الصفر . 


البرهان 
إذا كتبنا 0800 = ,ا لكل 1-" ,... ,1 ,0 = ف فإن 
0.vy + 1.v, + O.v, + ... + Oy,‏ = (نن)نة 


O.vy + O.v, + 1. +... + Oy,‏ = مين 


Ov, 2) = Og ع‎ .. +O, +. 


m-2 m~ 1‏ 
الآن» إن («) 0-1 , _ يه - ... - (۷) ه - ره - = («)" = (ر_ ,نوه وذلك لأن 
0 = )2 . إذن 
E‏ د رك وك 0 Vy,‏ 


عندئذ» نحصل على النتيجة المطلوبة بالاستناد إلى تعريف مصفوفة التحويل الخطي 
بالنسبة إلى أساس معطى - انظر (1) في البند الأول من هذا الفصل . 
)١5-1(‏ تعريف 

إن المصفوفة (0)1 التى تعين بشكل وحيد بواسطة fتسمى‏ «ا لصفوفة 
الرفغة» 109110 E‏ (لاحظ أن (0)7 معرفة فقط لكثيرات ا حدود 
الواحدية غير الثابتة )f‏ . 





Y۸‏ تطبيقات على الزمر والمصموفات 


في الحالة التي تكون فيها f‏ قوة عنصر أولي» فإنه يوجد اختيار آخر للأساس 
بحيث يعطينا مصفوفة مختلفة ل0» ويعتبر هذا الاختيار مهما . سوف نناقش فقط ماذا 
يحدث عندما تكون درجة العنصر الأولى تساوي 1 ؛ وغاليا ما يحدث هذا فى 
e‏ ۰ 


)١18-11(‏ مأخوذة 
إن العناصر الأولية فى [×] )هى بالضبط كثيرات ا حدود التى تساوي درجتها 1 . 


اللروهان 

لتكن م كثيرة حدود أولية فى [2]). عندئذ» بالاستناد إلى التعريف فإن م 
ليست ثابتا» الى د ره : رذن نرعكد 6 چ ك هدر مد نيك 
الخواص الكهورة خف الأعداد المركبة (المبرهنة الأساسية فى الحبر) . إذن بالاستناد 
إلى )٠١-۳(‏ فإن ص|(» -») . بما أن م أولية (وبالتالي غير قابلة للتحليل) فإنه يجب أن 
يكون م - ۾ - ند وبالتالي فإن درجة هي 1 . ومن الناحية الأخرى» إن العكس 
واضح . 


ملاحظة 

من الممكن أن نستخدم هنا أي حقل مغلق جبريا بدلا من ©. نقول إن الحقل ۸ 
مغلق جيريا (0ع105ه /9إ211ع7131طاء318) إذا كان يوجد جذر في لكل كثيرة حدود 
درجتها أكبر من أو تساوي 1 في [×]۸ . 


)١4-99١(‏ مأخوذة 
لیکن :0 حويلا خطيا دورويا ل 7آمرتيته "2 - <) حيث £ ع 2 و 0 < ۸. لیکن 
1 مولدا ل ۷ كحلقية على K]×[‏ بواسطة :0 . عندئذ» إن 
{v, (G— AD(V), ..., (@— AD" '(v)}‏ 
أساس ل ۷. وتكون مصفوفة 0 بالنسبة إلى هذا الأساس هى : 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية ۳4 


2 0 ۰ 0 0 
1 م‎ ۰ 0 0 
0 1 ۸4 ۰.“ 0 0 
J (2,n) E للا هاه‎ 8: 0 
0 0 0 2 0 
0 0 0 1 


حيث ١(‏ ,700 مصفو فة من النوع ۸ × ۸ بحيث عناصرها القطرية تساوي ۸ وعناصرها 
التي تقع أسفل القطر مباشرة هي 1» وعناصرها الأخرى تساوي 0. 


اللبرهان 

سبق أن علمنامن )٠١-١۱١(‏ أن" = 1۳۷ل ؛ إذن يكفى إثبات أن 
((100-"(21 -) ,... ,(21(00 -4) ,«) مستقلة خطيا على ۸ . نفرض النقيض ونختار 
العناصر 1 © , _ ,8 .... ,۵ ,ون بحيث يكون أحدها على الأقل مختلفا عن الصفر 


و جس 


0 ع (a A1" (yv)‏ _ اع ... + bv + b (a - AI)(v)‏ 
نختار/بحيث 0= | ,2-8 ...> رر 
"ل - )بط + ... + (2 - )رط + رط = ۾. علاوة على ذلك إن 0 م لأن معامل × 
في ۽ هو ۶0 ,ظط . بما أن مرتبة لا هي 2-2(7)» فان مأ “(2 -2) . ولكن > م = و8 
.n‏ وبالتالي فإننا نحصل على تناقض . إذن {v, (GC — AI)(V), ..., (@ - AD"7')v(‡‏ 
لیکن (۷) (21 -4) = ,لا لکل ۸-1 ,... ,0,1 = ر. عندئذ إن 
Av,‏ + رطا = Av,‏ + (1()0ة -يه) = نمه لكل ۸-1 > ز> 0 


02 5 . عندئذ إن0 = دام حيث 


ون 
طق - طق + av = (a-2D"(v)‏ . 


وهكذاء فإن: 


) = -ي)‎ Av,» + Av, _ 


1 احم 


5 تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


QV) = Avy + Y, 


av) = Av, + Vy 
OV, 2) - ل + و_ قلق‎ 
CV, 5 طق‎ 2 


وبالتالى فإن مصفوفة » بالنسبة إلى ١‏ , _ ,۷ ,... ,نا هى المصفوفة المكتوبة أعلاه. 


)۱٩۹-۱۱(‏ تعريف 

تسم ىكل مصفوفة من الشكل (7 ,3)2 «مصفوفة جوردانية ابتدائية من النوع 
«(elementary Jordan A-matrix) «A.‏ وأحيا ناتسمى «مصفوفة جوردانية ابتدائية» . 
إن (1 .7)2 هي ا مصفوفة ا جوردانية الابتدائية ا مصاحبة لكثيرة ا حدود "(2 - :) . 


ه - الأشكال القانونية 
الآن» نحن على استعداد لتقد بعض الإجابات التى تتعلق بالمسائل الت 
تحن يم بعص الى جار 7 ٍِ : 
طحت فى بداية الفصل . 


)١15-31(‏ مبرهنة 

لیکن :0 حويلا خطيا ل ۷. عندئذ» يوجد أساس <ال ۷ بحيث 

M(a, v) = C(d) © ... © C(d) 

حيث (0)) هي المصفوفة الرفيقة لكثيرة حدود واحدية غير ثابتة ,4 وحيث 
و || [4 . 

إن كثيرات ا حدود الواحدية ا مذكورة أعلاه معينة بشكل وحيد بواسطة 0 . 

وإذن» توجد القطاعات (02)0 .... ,(0)4 فى ا مصفوفة (1)01! بشكل 
ES‏ ها a‏ الوط 03 زغل اند IBE‏ 
بحيث ( ع)0) © ... © )0 = (لا 1100 حيث ,8 .... , 8 كثيرات حدود واحدية 
غير ثابتة بحيث ,8 | ٠٠٠١‏ )ع » فإن 5 = 7و يع d=‏ لكل ؟ ,..,1 = 1. لاحظ أنه بالرغم 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية ۲٤١‏ 


من أننا ندعي أن شكل ا مصفوفة وحيد» فإننا لاندعي أنه يوجد أساس وحيد ل ۷ 


البرهان 
بالاستناد إلى »)۷-١١(‏ فإن 0 ® . .. ,0 - 0 حيث ,0 تحويل خطى دوروي 
مرتبته ,4 مؤثر في فضاء جزئي, امن ۷ وو 2]- 4٠‏ . عندئذء فإن 


,۷ © ... © ,۷ = ۷ وإن بن |:» = :به . و بالاستناد إلى (۱۱-۱۱)» فإنه يوجد أساس 


ار ل ,۷ بحيث (4)) = (۷ ,:1)0لحيث (0)4 هي المصفوفة الرفيقة ل,4. بالاستناد 
إلى (١١-۲)ء‏ فإن مصفوفة » بالنسبة إلى )الى ) =« هي المجموع القطري 
i=]‏ 


للمصفوفات (*« ,»)۸1ء وبصورة أخرى (0)© © ... © (,0)0 . 

الآنء إذا كان (ع)© © ... © (,ع)© = (» ,»)1 لأساس آخر لا ل ۷ء فإن 17 
يتفرق» كما في »)۲-١١(‏ إلى الشكل ,1ا © ... © ,لاوإن» يتفرق إلى الشكل 
8 © ... © ,6 = » حيث ,إن | = 8 وحيث (0)8 هي مصفوفة ,6 بالنسبة إلى 
أساس مناسب ل ,0 . وإذا عكسنا حجة »)١1١-11(‏ فإننا نجد أن ,لا دوروية مرتبتها ,8 
(كحلقية على [:]16) مولدة بالعنصر الأول في الأساس المتكلم عنه. إذن» ,6 دوروي 
مرتبته ,۰8 ويتتج من )72-١1(‏ (أو من (0-4) مباشرة) أن ء = ٣‏ وأن ,ع = ,4 لكل 
ا E‏ 

كما شرحنا في مطلع هذا الفصل فإنه لكل مبرهنة متعلقة باختيار مصفوفات 
التحويلات الخطية تو جد مبرهنة مكافئة متعلقة بتشابه المصفوفات . وفي حالة المبرهنة 
)١١-١١(‏ فإن المبرهنة المصاحبة هي النتيجة التالية . 1 


(11-/117) مبرهنة 
إذا كانت 4 مصفوفة من النوع ۸ × ۸ على 216 فإن 4 تشابه (على ©1) مصفوفة 


وحيدة (4)© © ... © (0)4 من النوع 8 × ۸ حيث (0)) هي ا مصفوفة الرفيقة لكثيرة 
حدود واحدية غير ثابتة ,4 وحيث ,4 | |٠٠٠١‏ ر 


YE۲‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


(۱۸-۱۱) تعريف 

تسمى ا مصفوفة ا موصوفة في (١١-11١)«ا‏ مصفوفة القانونية النسبية» 
matrix)‏ 632001621 1210021) ل 0 . تسمى ال مصفوفقة ا مو صوفة في (۱۷-۱1) 
«الشكل القانو ني النسبي» (rational canonical form)‏ ذ A‏ . 


ملاحظات 

-١‏ نستخدم المصطلح «نسبي» للدلالةعلى شيء يعتمد فقط على «العمليات 
النسبية» التي تعني الجمع . الضرب » الطرح والقسمة» وبالتالي فإنه يكن إجراء 
هذه العمليات داخل أي حقل . 

۲ في كل فصل من فصول تشابه المصفوفات من النوع 7ك على ۸ » توجد 
بالضبط مصفوفة واحدة من الشكل (0)) © ... © ٥)4(‏ - وتلك هى قوة 
المصطلح «الشكل القانوني». ومن أجل أن نقرر فيما إذا كانت مصفوفتان 
متشابهتين أم لاء فإننا ببساطة نحسب الشكلين القانونيين لهما ونقارنهما من 
زاوية المساواة والاختلاف . إذن» يوجد تقابل واحد لواحد بين فصول التكافق 
للمصفوفات من النوع ۸ × 7 على بالنسبة إلى التشابه والمتتاليات ,4 ,... ر 


3224-8 (i) يك دو‎ | |4 ©( 
i=1 


۴- إذامددنا فكرة التشابه إلى الحلقة 8۸۵,۷ عن طريق التماثل (), 1 = ۷ E ۸d,‏ 
أو عن طريق مکافۍ آخر حيث نقول إن » يشابه “0 إذا کان یو جد تماثل ذاتی 8 
End,V‏ . 
الآنء سنحصل على الشكل القانوني النسبي الأولي من تفريق الحلقية إلى 


مجموع مباشر لحلقيات دوروية أولية . 
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)١9-19(‏ مبرهنة 

لیکن :0 حويلا خطيا ل ۷. عندئذ» يوجد أساس ۷ل ۷ بحيث 

M(a, v) = C(g) © ... © C(g) 

حيث كل ,ع قوة (0 < ء) 4 لكثيرة حدود أولية واحدية ,4 . 

إن القوى ,8 .... ,8 ا مكتوبة أعلاه معينة بشكل وحيد بواسطة » وذلك تحت 
سقف الترتيب الذي تظهر به تلك القوى . 

في حالة المصفوفات» يكون النص المقابل هو المبرهنة التالية . 
)١5١١-1١١(‏ مبرهنة 

إذا كانت 4 مصفوفة من النوع :7:27 على &» فإن 4 تشابه (على 16 ) مصفوفة 
من النوع :7 × ۸ ومن الشكل (8)© © ... © ( ع)© حيث كل ,ع قوة (0 < زو) 4 
لكثيرة حدود أولية واحدية,4. إن هذه ا مصفوفة معينة بشكل وحيد تحت سقف ترتيب 
القطاعات (8)) على القطر . 


إثبات المبرهنة )18-391١(‏ 

ينجز هذا البرهان بنفس الطريقة المتبعة في .)١5-١1١(‏ بالاستناد إلى )۸-١١(‏ 
فإن :0 © ... © ,نه = » حيث كل 0 هو نحويل خطي دوروي مرتبته قوة غير تافهة 
لكثيرة حدود أولية واحدية» وبعد ذلك نتبع الطريقة السابقة . 

إذا بدلنا عناصر الأساس ۷ في »)١9-1١1(‏ فإننا نستطيع أن نرتب الأمور بحيث 
نجمع على القطر معا المصفوفات الرفيقة المقابلة للقوى ي التي هي قوى لنفس كثيرة 
الحدود الأولية و٠‏ ثم نرتب هذه المصفوفات وفقا لتزايد ‏ (وبالتالي وفقا لتزايد السعة) . 
ولكن بوجه عام لا توجد طريقة لتحديد الترتيب الذي تظهر به القطاعات المجمعة 
المقابلة لكثيرات حدود أولية مختلفة . 


(۲۱-۱۱) تعريف 
إذا رتبنا القطاعات القطرية فى مصفوفة »)١9-١١(‏ كما وصفنا أعلاه» فإننا 
نسمى تلك ال مصفوفة «مصفوفة نسبية أولية) J (primary rational matrix)‏ 0 . وإذا 
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رتبنا القطاعات القطرية في مصفوفة »)۲١-١١(‏ بشكل مشابه» فإننانسمي تلك 
المصفو فة «شكلا قانونيا نسبيا أو| A J(primary rational canonical form) «ll‏ . وغاليا 
مانسمي قوى العناصر الأ ولية ا مستخدمة «القواسم الابتدائية) (elementary divisors)‏ 
له (ولA).‏ إذن» القواسم الابتدائية ل:0 هي اللامتغيرات الأولية للحلقية ا مصاحبة 
ل0 على [×]۸. وينتج من ا مبرهنات ال مذكورة أعلاه» أن مصفوفتين من النوع 7 × ۸ 
على × (أو تحويلين خطيين ل ۷) تتشابهان» إذا وفقط إذا كان لهما نفس مجموعة 
القواسم الابتدائية . 

أخيراء نصل إلى الشكل القانوني الجورداني . إن هذا ليس شكلا نسبياء لأن 
وجوده يعتمد على القدرة على حل معادلات كثيرات الحدود» وبوجه عام» لا یکن 
حل هذه المعادلات عن طريق العمليات النسبية . من ناحية أخرى» يمكن دائما حل 
فده معاد لاك عار يعفر معلل ا 


)۲۲-۱۱١(‏ مبرهنة 
ليكن :0 تحويلا خطيا لفضاء ۷ بعده ۸ على حقل الأعداد ا مركبة € . عندئك» 


M(a, v) = بال © ... © (سررة)1‎ i 


4 ?1 
sS‏ كا ا ا . 8 ا : 


E‏ بتدائية » فإن هذه e‏ المصقوفات 0 ا 
ما. 


البرهان 

بالاستناد إلى »)۸-۱١(‏ فإن 0 © ... © ,» = » حيث كل ,0 تحويل خطى 
دوروي لفضاء جزئى ,/آمن ۷ ومرتبة 0 قوة (0 < )١;‏ و لكثيرة حدود أولية واحدية 
.٩,‏ عندئذ» فإن ,۷ © ... © ,۷= ۷و ,ره = ره . الآنء ما أننا نعمل على الحقل € 
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فإن المأخوذة )٠١-١١(‏ تخبرنا أن ,و خطية» وبالتالى فإن ,ي تكون من الشكل ب - × 
لعنصر ما ) © ,۸. بالاستناد إلى )١5-11١(‏ فإنه يوجد أساس #ا ل ,لآ بحيث 


ko 
وبالتالی فإنه إذا كان ءل | = ۰۷ فإن (۲-۱۱) تعطينا‎ 4), ۷( - 7), ۸( 


i=] 

( ,2 © ... © ۸ , ,)7 = (۷ ,,11)0 . لاحظ أن تفريق ۷ المستخدم هناء هو نفس 
التفريق الذي يعطينا مصفوفة » النسبية الأولية ؛ ونحصل على المصفوفة الحالية عن 
طريق اختيار أساسات مختلفة فى مركبات ۷ . 

إن برهان النص المتعلق بالوحدانية يتم بالطريقة المعتادة. إذا كانت 1 ,1)0/ 
مجموعا قطريا المصفوفات جوردانية ابتدائية بالنسبة إلى أساس ما»» فإن © يتفرق 
كمجموع مباشر لتحويلات خطية دوروية مراتبها قوى عناصر أولية» وهذه القوى 
تصاحب هذه المصفوفات الجوردانية . عندئذ» ينتج من )۸-١١(‏ أن مجموعة قوى 
العناصر الأولية المذكورة هي نفس المجموعة الموجودة مع التفريق الأصلي » وهذا هو 
المطلوب . 

كما هو معتاد» فإن هناك نتيجة مشابهة تتعلق بالمصفوفات. 


(8-11؟) مبرهنة 

كل مصفوفة من النوع :7 × ۸ على )تشابه (على )) مجموعا قطريا لصفوفات 
جوردانية ابتدائية . إن ا مصفوفات ا جوردانية الابتدائية ا موجودة في هذا الجموع 
القطري معينة بشكل وحيد نحت سقف الترتيب الذي تظهر به . 

إذا بدلنا عناصر الأساس ۷ في )۲۲-٠١(‏ عند الضرورة» فإننا نستطيع أن نرتب 
الأمور بحيث نجمع معا القطاعات ( ,)1 المقابلة لقيمة معطاة ل2 ثم نرتبها على 
القطر وفقا لتزايد السعة . إذن» إذا كانت ,لم ,... ,1 هي قيم 1 المختلفة الموجودة فإن 

M(a, v= J © ... © إل‎ 

حيث [ بو ”,بام )ل SSRs, 3 Ji = J(1, ;ı)®---®‏ وب > و« . بما أن الحقل 
© غير مرتب» فإنه لا توجد طريقة طبيعية لتحديد الترتيب الذي تظهر به المصفوفات 
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7.. إن المصفوفات ,ل تقابل تفريق ۷ كحلقية على [×]۸ إلى مركباتها الأولية» ويقابل 
التفريق الإضافي للمصفوفات J,‏ تفريق كل مركبة أولية ل/! إلى مجموع مباشر لحلقيات 
جزئية دوروية أولية . 


(١11١-4؟)‏ تعاريف 

المصفوفة الحوردانية من النوع 2۸ (Jordan A-malrix)‏ مجموع قطري لصفوفات 
جوردانية ابتدائية من النوع ۸ لقيمة واحدة ل.ة» مرتب وفقا لتزايد السعة . و ا مصفوفة 
ا جوردانية (Jordan matrix)‏ مجموع قطري لصفوفات جوردانية من النوع ۸ حيث 
تكون قيم .2 مختلفة . بالاستناد إلى »)55-١١(‏ فإنه يكن تمثيل كل تحويل خطي :0 
لفضاء متجه ذي بعد منته 0 < 71 على ) بالنسبة إلى أساس مناسب » بمصفوفة جوردانية . 
إن مثل هذه المصفوفة تسمى مصفوفة قانونية ج وردان 117120 (Jordan canonical‏ 
ل:0 . تسمى كل مصفوفة جوردانية مشابهة مصفوفة معطاة 4 من النوع : × ”على ) 
شكلا قانونيا جوردانيا (0771/ 1هع41011© :207001) (وللإيجاز نكتب 301) ل 4 . 
وكما سبق أن ش رحناء فإن 4تعين هذا الشكل القانوني بشكل وحيد تحت سقف الترتيب 


الذي تظهر به القطاعات ا جوردانية من النوع ۸ على القطر . 


ملاحظات 

١‏ - بالرغم من أننا قد طورنا نظرية الأشكال القانونية الجوردانية على € فإن نفس 
النتائج تتحقق على أي حقل مغلق جبريا. 

؟ - إن النتائج التي حصلنا عليها حتى الآن نتائج غير إنشائية لأنها لا تعطينا أية فكرة 
عن الطريقة العملية لحساب الأشكال القانونية لمصفوفة معطاة» أو لتحويل خطى 
معطى . سوف نعود لمناقشة هذه المسألة في الفصل التالي حيث نكمل هذا 
النقص . 


> - كثيرات الحدود الأصغرية وكثيرات الحدود المميزة 
سبق أن ذكرنا بتعريف كثيرة الحدود الأصغرية لتحويل خطي في البند الثالث . 
وبطريقة مشابهة ٠‏ يمكن تعريف كثيرة الحدود الأصغرية لمصفوفة ؛ إذا كان 0 تحويلا 
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خطيا ل ۷» وكان ۷ أساسا مال ۷ وكانت 4 = (نا ,/34)0» فإن 0 و 4 لهما نفس كثيرة 
الحدود الأصغرية لأنه لأي [×]۸ ع ع» فإن ( ,(0)ع)1 = (8)4. وهناك كثيرة 
حدود مهمة أخرى مصاحبة للمصفوفة المربعة» وهى كثيرة الحدود المميزة . 


(۹-۱۱) تعريف 
إن كثيرة ا حدود ا مميزة (20132011131 ©115]1ء]011313) لمصفوفة مربعة 4 على 
6[ هي العنصر (1 - , 0:1)ا06 الذي ينتمي إلى K]×[‏ ؛ ويرمز لها بالرمز ٩۸4‏ . 
لتكن 4 و» كما هو مذكور آنفا . عندئذ» إذا كان × أساسا آخر ل ۷ فإنه توجد 
مصفوفة قابلة للانعكاس 16) ,11 ع × بحيث كلا لا = (1 ,:11)0. الآن 
det(x1, - X"AX) = det(%7(x1, - A)X)‏ 
det)" det(x1, — A) detx‏ = 
det(x1, - A) = chA‏ = 
بكلمات أخرى» إن المصفوفات التي تمثل نفس التحويل الخطي 0 بالنسبة إلى أساسات 
مختلفة » يكون لها نفس كثيرة الحدود المميزة . نعرف كثيرة الحدود هذه على أنها كثيرة 
الحدود المميزة :0 © ل0 . 
الآن» سنبحث كيف تدخل كثيرة الحدود الأصغرية وكثيرة الحدود المميزة بشكل 
مناسب ضمن إطار هذا الفصل . 


)55-99١(‏ مأخوذة 
ليكن :0 تحويلا خطيا ل ۷» ولتكن (0)0) © ... © ( 0)0) هى ال مصفوفة القانونية 
النسيية ل :0 . عندئذ» فإن 


cha=d, ... 4 (ii) و‎ mina=d (i) 


البرهان 
() إن أكثر مايناسبنا هنا هو أن نفكر بلغة الحلقيات. لدينا ,۷ © ... © ۷=۷ 
كحلقية على [×]۸ حيث ,۷ دوروية مرتبتها ,4 . بما أن ,4 | ,4 » فإن(0) = ,4۷ 
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لكل 5ك :> 1 وبالتالي فإن (0) = 4,۷ . إذن 0 = (4)0 و ,4 | م حيث 
© هم = م. من الناحية الأخرىء فإن0 = 00)م» وبالتالى فإن 
7م = ,۷ )ع = (0) . إذن ‏ | ,4 . إذن ع - 4ء ااه فحن دوه 
واحدية فإنه ينتج أنم = ,4. 

() لتكن (0)4 © ... © (0)4) = 4. عندئذ» من التعريف ينتج أن 04ء =» ده . 
الآن [(,4)© - برلتد) © ۰٠۰‏ © [(0)4 - ,1×) =4 - ,1 (حيث ,۸ 
درجة ,4)» وبالتالي فإن 

det (xl, - A) = det(x1,, - ©)4(( ... det (x1, = C(@,))‏ = مده 

= chC(d,) ... chC(d,) 


إذا کان × + ٨‏ ره + ... + »۾ + ره = »d‏ فإن 


x 0 do 
-1[1 x 0 4 
-1 0 0 
det (x1, - ©)4(( = det 2 
0 . . و4 مم‎ 
0 0 . . -1 (دبه+ه)‎ 


نستخدم الاستقراء الرياضي على ۲ لنثبت أن 4 = (0)4 1ء . إذا كان 1 = / فإن المحدد 
المكتوب أعلاه يساوي ره + × كما هو منصوص . إذا كان 1 < ٣ء‏ فإننا نفك المحدد عن 
طريق الصف الأعلى ونحصل على : 

ch C(a, + ax + ... + a, XT + ¥) = 
xchC(@, + ax + ... + a, X7 +X) + a, 
. وبالتالي فإننا نحصل على النتيجة عن طريق الاستقراء‎ 
. كما هو منصوص‎ cen» = دك = 4ك‎ ©) ( ... ch OC(@) > 4 E 
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)۲۷-١١(‏ مأخوذة 
لیکن 17 فضاء متجها على € وليكن :0 تحويلا خطيا ل ۷. لتكن ,7 © ... © J,‏ 
مصفوفة قانونية جوردانية ل:0 حيث 
) ةل © +< ®) J(A, n‏ درل 
و11 كك ١ك n) SMa‏ وجميع العناصر ,۸ مختلفة . عندئذ» إن 


)0( “يم -م) ... “زرا -×) = c۲‏ حيث ; ;7 = :و 
j‏ 


mina = (x - 2, ) "3 ...(x-2,)** (ii) 
اللرهان‎ 
لتكن / © ...® ,7 = 8. إذن بالاستناد إلى الحجة المعطاة أعلاهء فإن‎ )( 
الآن‎ . cha (رب#ربةأتط] [ قط د‎ 
2 





0 0 2-عر] 
0 0 جع 1[1- 
0 . 0 - 1- 0 
(2-ه = | . . chJ (A,r) = det‏ 
0 2م-ر 0 
7× 1- 0 0 )| 
وبالتالى» فإننا نحصل على النتيجة المطلوبة . 


(ن) كما قلنا فى السابق » إن كثيرات الحدود 7( - *) هى اللامتغيرات الأولية ل 
7 كحلقية على [:3]؟! مصاحبة ل . بالاستناد إلى )11-١1(‏ فإن 0 أ" هي 
aE EN‏ عله كما بلى ANY‏ 
نختار القوة العليا التي تظهر باعتبارها لامتغيرا أوليا ثم نكون حاصل ضرب 
هله القرى لم عاي الظلويم"ألقة امه ف مشابية فى للعال 
الحلول في نهاية البند الثالث من الفصل العاشر). ۰ 
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إذن» إن القوة الكلية التي تظهر بها (2 -) في :0 دان تعطي سعة القطاع الجورداني 
الكلي من النوع 2 في مصفوفة جوردانية ل». وإن القوة التي تظهر بها (2 -2) في 
0 1201 تعطي سعة أكبر مصفوفة ابتدائية في القطاع الجورداني من النوع 2. 


(١98-11؟)‏ نتيجة 

لكل تحويل خطي » ولكل مصفوفة مربعة 24 فإن © min ach‏ وإن 
min A|chA‏ . 

إن هذه نتيجة مباشرة للمأخوذة »)77-١١(‏ وهى مبرهنة كيلى - هاملتون 
المشهورة بالنص التالي : كل مصفوفة تحقق كثيرة الحدود المميزة لها. ٠‏ 


(۲۹-۱۱) نتيجة 
لكل تحويل نحطي » فإن :0 1011 و :0 1ء يكون لهما نفس مجموعة العوامل غير 
القابلة للتحليل . 


البرهسان 

ما أن » |0 «ذص فإن كل عامل غير قابل للتحليل ل0 1015 عامل غير قابل 
للتحليل ل »1ء. من الناحية الأخرىء إذا استخدمنا الترميز الموجود في )۲١-١١(‏ 
فإن 4 ... ,4 -0 eh‏ يقسم '(/0 نم ) = '(4) . إذن كل عامل غير قابل للتحليل cha‏ 
عامل ل *(0 2212) وبالتالي هو عامل ل0 10150. 


(11-؟5) نتيجة 
إذا كان :0 حويلا خطيا مثلا با مصفوفة ا جوردانية ل فإن العناصر القطرية في ل 
هي بالضيط جذور 0 ٥1‏ . 1 
""* إن هه ع ا 9161033 ) ]إل كذور انيعي «المدور 
المميزة» أو «القيم الذاتية» ل» ؛ ولاشك أن القارئ ملم بهذه المفاهيم من خلال دراسته 
السابقة . 
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أمثلة محلولة ش 
١‏ - في حالة المصفوفات من النوع 3 × 3 على حقل الأعداد المركبة» أثبت أنه يكن 
استنتاج الشكل 267 فورا إذا عرفنا 4 ذم و 4ه . 
في حالة المصفوفات من النوع 3 × 3» إن معرفة سعة كل قطاع من النوع 
2 وسعة القطاع الابتدائي الأكبر تكفي لتعيين الشكل 7017 وبالاستناد إلى نتيجة 
المأخوذة (١١-۲۷)ء‏ فإنه يمكن استنتاج هذه المعلومات من 1244© و 010/4. 
نستطيع أن نحسب 01/4 مباشرة ثم نعين 114114 عن طريق اختبار كثيرات الحدود 
التي تحقق ما يلي : 
(0) تقسم 14 (۲۸-۱۱) و 
(ن) تقبل القسمة على العوامل الخطية المختلفة ل ۰۲4 (۲۹-۱۱). 
لیکن (ب - ×)(ر2 - 2)۸ -») = ۵4ء . نعتبر ثلاث إمكانيات مختلفة 
ونضع في قائمة الأشكال 07 في كل حالة. 


الحالة الآولى: جميع القيم A۸‏ وي A‏ مختلفة . 


2, 0 0 
min A = (x -2,) (x-2,) (x-2) 4|0 يه‎ 0 
0 0 A 


الحالة الثانية: ,۸ = اعد ۸. عندئذ فإن 2(ية - )2 -+) = ۸4ء 
وتو جد إمكانيتان : 
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0 به 
2 0 | چ (ية-ع) ),2— min A = (x‏ 
يه 0 0 


© 


2, 0 0 
min A = (x -2,) (x-2ر)‎ 4|0 ية‎ 0 
0 1 يه‎ 


Yo‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 
الحالة الثالشة: م = ر2 = ,2. عندئذ» فإن 7( -*) = 4طه. فى هذه الحالة توجد 
ثلاثة اختيارات ممكنة ل 015/4 وکل اختيار يؤدي إلى شكل 707 مختلف . 


A, 0 0 
min A= x - A جه‎ 0 A 0 
0 0 به‎ 


2 0 0 
min A = (x - 10ج ”)ر4‎ A 0 
0 1 به‎ 


1 0 
min A = (x -2,) 1ج‎ A 0 
0 1 4 


الآن» نحسب الشكل 7017 للمصفوفة 


-1 0 2 


وذلك كمثال توضيحى . جد بسهولة أن 


xXx —-1 0 
chA =det j1 x—2 0 
1 0 2-2 


20)2-72 -2) = (2 -2ع) + (2 -2) × = 


(إن تحليل كثيرات الحدود المميزة إلى عوامل ليس دائما بهذه السهولة) . إذن» إننا 
فى الحالة الثانية . عن طريق الحساب المباشر» نجد أن 0 ع (,1 - 1)4 2- 4) 
وبالتالى فإن1(2 - 2()8 - ×) = ۸٣1ص‏ . إذن الشكل €۴[ هو 
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2 © نام 


0 2 
1 0 
1 0 
؟ - لتكن 4 مصفوفة مربعة على €» وافرض أن : 
eh 4 = )x + 1406 + 27°) - 2(4‏ وأن 2(2 -)(2 + min A = (x + 1)(x‏ 
اكتب جميع إمكانيات الأشكال 707 للمصفوفة 4» واكتب مع كل شكل ممكن 
الشكل القانوني النسبي ٠‏ والشكل القانوني النسبي الأولي . (غالبا ما نتكلم عن 
«الشكل» 7٥۴‏ لمصفوفة بالرغم من أن هذا ليس صحيحا فعليا؛ أي أن هذا الكلام 
ليس دقيقا) . 
في أثناء الحل» سنستخدم الحقيقتين التاليتين : (1) إن القوة التي تظهر 
بها (2 -*) في 14ء هي سعة القطاع من النوع 2 في الشكل 707 للمصفوفة 
4 ؛ (11) إن القوة التي تظهر بها (2 -*) في 1١4‏ هي سعة أكبر قطاع ابتدائي 
من النوع .2 في الشكل 701.. 
إذن» في الشكل 707 للمصفوفة المعطاة 4» تكون سعة القطاع الذي 
من النوع 1- هي 4 »4 » وهو يحتوي على قطاع جورداني ابتدائي سعته 3 ×3 . 
إذن» يجب أن يكون المجموع القطري لمصفوفة جوردانية ابتدائية سعتها 1 × 1ء 
ومصفوفة جوردانية ابتدائية سعتها 3 × 3؛ أي يجب أن يكون 
0 0 1- 
0 1- 1 | ©[1-] 
1- 1 0 


بالمثل» إن القطاع الذي من النوع 2-هو [2-] © [2-] © [2-]. وسعة القطاع 
الذي من النوع 2 هي 4 × 4» وهو يحتوي على قطاع ابتدائي سعته 2 2 . توجد 


إمكانيتان : 
0 2 0 2 
© 
ود 
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د | 2187 210 


وهذا يعطي إمكانيتين للشكل 7017 للمصفوفة 4» ونحصل عليهما عن 
طريق تكوين المجموع القطري للقطاع الذي من النوع 1- والقطاع الذي من 
النوع 2-. وقطاع من القطاعات التي من النوع 2. ونتجاهل الإمكانية التافهة 
لتبديل هذه القطاعات على القطر. 

ليكن ۷ فضاء متجها بعده 11 على © . نختار أساسا ل ۷» وليكن » 
تحويلا خطيا ل ۷ بحيث تكون مصفوفته بالنسبة إلى هذا الأساس 4. عندئذ 
نجعل ۷ حلقية على [×]۸ بواسطة» بالطريقة المعتادة . ويقابل كل قطاع جورداني 
ابتدائي من النوع ۸ سعته ۲ × ” مركبة أولية دوروية من النوع (2 - ×) مرتبتها 
'(2 - :3) (فضاء جزئيا بُعده 7) في تفريق ل ۷ كمجوع مباشر لحلقيات جزئية 
دوروية أولية . إذن» تكون اللامتغيرات الأولية د ۷ فى الحالتين هى : 
الحالة الأولى: }(2 -2) ERS 2, x +2, )x-2(,‏ 0 80 
الالة الثانية : (2(2 -2) ,2 سند ,2 عر ,2 + عر ,2 + بر ,2 + عد ,1(3 + {x + 1, (x‏ 
عندئذ» نحصل على لامتغيرات الفتل بنفس الطريقة المتبعة في المثال المحلول 
في نهاية البند الثالث من الفصل العاشر ؛ ونحصل على لامتغير الفتل الأعلى 
كما يلي : لكل كثيرة حدود أولية (2 -*) نختار القوة العليا التي تظهر بها بمثابة 
لامتغير أولي» ثم نكون حاصل ضرب هذه القوى» وهلم جرا. إذن» تكون 
متتاليات لامتغيرات الفتل هي : 
الحالة الأولى : 2()2-7 + )17 + X + 2, (x + 1) + 2) - 2), (x‏ 
(أي 8 + ×20 + 102 + ×9 - 7 - تبرج كبرق + 4x‏ + +6 - تبر + ,2 + (x‏ 
الحالة الفانية : 2(7 - »)(2 + ×) 1(3 + ٭) ,(2-+)(2 + )1 + (x + 2)) -2(, )x‏ 
(أي 8 + ×20 + 102 + 9 - ×7 - قر + كبر ,4 - 4 - شر + قر ,4 - 2( 

إن الشكل القانوني النسبي الأولي» هو المجموع القطري للمصفوفات 
الرفيقة للامتغيرات الأولية (من مرتبة مناسبة)» والشكل القانوني النسبي هو 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية Y o00‏ 


المجموع القطري للمصفوفات الرفيقة للامتغيرات الفتل» وفي هذه الحالة تكون 
المرتبة معينة بشكل وحيد . إذن» نحصل على الأشكال القانونية التالية : 
الحالةالأولى : إن الشكل النسبى الأولى هو 

5 


]-116© ١ ' © ]2[ © ]2[ © ]2[ © 1 2 1 3 


وإن الشكل النسبي هو 


-8 
0 
-0 

9 
7 
-1 


]- 6 


©0 م ن‎ © 
س ن‎ 2 2 
Oo 2 
a + 
O 2 O O = © 
O OO = O © 
OO = © © 2 
O =m O O O © 
نسم‎ O © O0 ©0 © 


الحالة الثانية : نترك هذه الحالة كتمرين للقارئ . 


تمارين على الفصل الحادي عشر 

-١‏ أوجد مصفوفتين من النوع 4 ×4 على € بحيث يكون لهما نفس كثيرة الحدود 
المميزة ونفس كثيرة الحدود الأصغرية ولكنهما غير متشابهتين . 

c1 A۸ = لتكنغ#4مصفوفةعلى )بحيث (2-×) ؟(1+»)‎ -١ 
الممكنة ل4» وفي كل‎ 7٥۴ اكتب جميع أشكال‎ . 1٣4 = ) + 1(٩) -2( و‎ 
حالة اكتب الشكل القانوني النسبي المقابل والشكل القانوني النسبي الأولي‎ 
فته‎ = + YE E2) المقابل إفعل نفس الشيءل‎ 
min A = (x + 1)(x — 1)(x + و2‎ 

-٣‏ أوجد الأشكال القانونية المختلفة (على €) للمصفوفة 
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2 1- 1 0 0 
() |6 4- (ب) |1 :60 1 

01 1 2 2 3 

1 2 -1 0 200 0 
SEIT O ري‎ 
i a E O 002 0| 5 

1 2 1 2 00 2 2 


(لاحظ أنه يمكن بالتأكيد حل )١(‏ و (ب) بالطرق التى سبق أن طورناهاء و لاحظ 
ليقن عل اا 6 د ی ا 

لتكن 4 مصفوفة من النوع 7 ”على × ولتكن 084 = /. أثبت أن / واحدية 
وأن 4-) = (0)/. استنتج أن مصفوفة رفيقة (0)8 تكون قابلة للانعكاس 
إذا وفقط إذا كان عأند. 

لتكن 4 مصفوفة مربعة على © . أثبت أن 4 تكون مشابهة لمصفوفة قطرية إذا 
وفقط إذا كانت لا توجد جذور مكررة ل 10124. 

ليكن ۷ فضاء متجها منتهي البعد على © وليكن 0 تحويلا خطيا ل ۷ء وافرض 
أنه يوجد 0 < 5 بحيث 1 = 0# حيث 1هو التحويل الخطى المحايد ل۷ . أثبت 
أنه يوجد أساس ۷۷ بحيث تكون (1 100 قطرية (استخدم التمرين الخامس) . 
اكتب بالتفصيل جميع الأشكال القانونية النسبية الممكنة للمصفوفات من النوع 
2 وللمصفوفات من النوع 3 × 3 على الحقل ي7. أثبت أن عدد فصول 
التشابه في (,,1/,)1 هو 6» وأن عدد فصول التشابه في (ر10,)7 هو 14 ؛ 
وبالاستناد إلى ملاحظة الفصول التي تقابل المصفوفات القابلة للانعكاس » أثبت 
أن الزمرة (2)رK‏ المؤلفة من العناصر القابلة للانعكاس في (,)ر10. يكون 
لها ثلاثة فصول ترافق» وأنه يكون للزمرة (ر) .1 © ستة فصول ترافق . افعل 
نفس الشيء للمصفوفات التي من النوع 2 × 2 على 2 . 


8* - استخدم الأشكال القانونية النسبية لتثبت أنه ل4 ,3 ,2  -‏ على الترتيب» فإن 


-١ 


؟1- 


۳ 
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عدد فصول التشابه في (,2) ,۸1 هو *م + م جةم2 + م ,ثم + تم + م ,ثم + روان 
صو اماو ويا لطر رايم ,(2-1م)م ,1 -ث2م. (مرعدد 
أولي): 
لتكن 4 مصفوفة مربعة على ۸ . أثبت أن 4 مشابهة لمصفوفة جوردانية على ۸ 
إذا وفقط إذا كانت جميع عوامل 4ه غير القابلة كتليل فى [ن:]:خطية . 
صف المصفوفات التي من النوع 2 × 2 على © وتحتوي فصول تشابهها على 
عنصر واحد. عمم إجابتك . 
لیکن 16) 34 + 800,17 : 6 قمائل الحلقات الذي نحصل عليه عن طريق 
اختيار أساس ثابت ل ۷ء ثم بناء التقابل الموصوف في البند الثاني من الفصل 
السابع . أثبت أن التعريف التالي للتشابه في ۳۸۵,۷ لا يعتمد على اختيار 8 
End,‏ € :08 ,و متشابهان (2انصذة) إذا وفقط إذا كانت (6)0 و (8)»7 
متشابهتين . تحقق من الادعاءات الموجودة فى الملا حظة الثالثة التى تسبق المبرهنة 
(19-11) مباشرة. ۰ ۰ 
فى []ر,7» أثبت أن 1 - ×= (1 -<) . ليكن ۷ فضاء متجها منتهى البعد على 
و كوه قري 81 ااوافرفن 1ن" د افق أثرت او اسای 
ل 17 بحيث تكون (« ,1)0 مصفوفة جوردانية . اكتب جميع الإمكانيات لهذه 
المصفوفة في ا حالة التي يكون فيها 3 = /01521. 
ماذا تستطيع أن تقول عندما يكون ۷ فضاء على ,1 (معدد أولي في 7) 
و1 -«ين؟ 
ليكن © تحويلا خطيا ل ۷» وانظر إلى ۷ كحلقية على K]×[‏ بواسطة 0 . افرض 
أن “م ... م = »اء حيث )م = ,م كثيرات حدود أولية واحدية مختلفة 
في [×]۸. لیکن 5/7 ] [ = ره . استخدم )٠١-8(‏ لتثبت أنه إذا كان 
j#i‏ 
۷,3 ,... ,رلا أساسا ل ۷ فإن العناصر (2 ,... ,1 = ز : (4,)0()۷) تولد ,۷ حيث 
,۷ مركبة أولية من النوع ,م في ۷ . أثبت أيضاء أن (:0)رم ع = ;۷ . 


10۸ 


-1 


- 0 
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لتكن ۸ حلقة تامة رئيسة» وليكن م عنصرا أوليا فى ۸. لتكن 1 حلقية فتل من 
3 

النوع م دوروية على ۸. افرض أن :×۸ < = 14 حيث مرتبة ,دهي "م وحيث 
i=]‏ 

1ک ...ك راك .٤‏ علاوة على ذلك» افرض أنه من المعلوم أن 14 دوروية . أثبت 

.M 2 آ0‎ 

لیکن 0 تحويلا خطيا ل ۷ . أثبت أن © دوروي إذا وفقط إذا کان» زص = 0 1ء . 

في هذه الحالة » أثبت أن نتائج التمرينين ٠١‏ و 5 ١‏ تعطينا طريقة لتعيين مولدات 

للمركبات الأولية فى ۷. وبالتالى ( إذا كان € = ) تعطينا طريقة لإيجاد 

أساس ١‏ ل ۷ بحيث تكون (۷ ,1)0 مصفوفة جوردانية . 

طبق هذه الطريقة على التحويل الخطي ل*) الذي تكون مصفوفته بالنسبة إلى 

«الأساس المعتاد» ((0,0,0,1) ,(0,0,1,0) ,(0,1,0,0) ,(1,0,0,0)) هي 


0 0 
0 2 
2 

2 2 


© 
O O دح‎ 2 


وبالتالي أو جد مصفوفة × من النوع 4 ×4 قابلة للانعكاس على ) بحيث تكون 
×× شكلا قانونيا جوردانيا للمصفوفة م . 


(لفمن رهن عر 


حساب الأشكال القانونية 


هدفنا فى هذا الفصل إعطاء طريقة عملية لمعالجة المسألتين المتكافئتين التاليتين : 
(i)‏ ذا ان ردقا سعط لاء ج فأوجد المصفوفات القانونية المختلفة 
الممكنة ل». وأوجد أساسات ل ۷ بحيث تعطى هذه المصفوفات القانونية . 
(ii)‏ إذا كانت 4 مصفوفة معطاة من النوع :: »:: على »K‏ فأوجد الأشكال القانونية 
المختلفة الممكنة ل 4» وأوجد مصفوفات × قابلة للانعكاس من النوع ۸ × ۸ 
على 1 بحيث تأخذ ×4× هذه الأشكال القانونية . 
تتحول المسألة (31) إلى المسألة (1) إذا قمنا ا يلى : نأخذ فضاء متجها بعده :7 
على » ونفرض أن» هو التحويل الخطي ل ۷ الذي تكون مصفوفته بالنسبة إلى 
أساس معين د ۷ هى 4. عندئذ» كر الف نات کله بالنسبة إلى الأساسات 
المختلفة د ۷ء هي المصفوفات المشابهة ل 4 وذلك ما شرحناه تكرارا . 


١‏ - الصياغة الحلقياتية 
نبدأ بدراسة المسألة (1) للمصفوفة القانونية النسبية ل:0 . إذا نظرنا إلى ۷ كحلقية 
على K]×[‏ بواسطة © - كما هو معتاد - فإن المسألة تتحول إلى مسألة ايجاد تفريق 


«لامتغير الفتل» 
V=V © ... 7 )1(‏ 
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۷ بحيث تكون كل ,۷ حلقية جز ئية دوروية غير تافهة مر تبتها [ند]؟! © ,4 و ,4| d |٠٠٠‏ 
وإيجاد مولد لكل ,۷ حيث نعتبر ,۷ حلقية على K]×[‏ . بالاستناد إلى النتيجة -١١(‏ 
١‏ فإننا نستطيع تكوين أساس ل ,۷ بحيث تكون مصفوفة , | :© بالنسبة إلى هذا 
الأساس هي المصفوفة الرفيقة ل,4» ثم نقوم بتجميع هذه الأساسات لنحصل على 
الأساس المطلوب ل۷ . 

لكي نرى الكيفية التي نحصل بها على التفريق (1)» فإننا نتذكر الطريقة التي 
أثبتنا بها وجود مثل هذا التفريق في الفصلين السابع والثامن. وفي هذه المرحلة قد 
يستفيد القارئ من مراجعة المثال الثالث المحلول في نهاية الفصل العاشر . ليكن 
( 2 ,... ,ما = ۷ أساسال ۷ كفضاء متجه . عندئذ» من المؤكد أن« يولد ۷ كحلقية 
على [:]. لتكن ۴ حلقية حرة على [×]۸ أساسها (,/ ,... , 47 = f‏ (لاحظ أننا 
نتداول الآن نوعين من الأساسات - أساسات الفضاءات المتجهة وأساسات الحلقيات 
الحرة على [×]۸) . عندئذ» يوجد تشاكل حلقيات ۷ د 7 :ع على [×]۸ غامر ووحيد 
بحيث يرسل ,/ إلى ,< لكل 1> > 1 . لیکن k۲۴‏ = 237» وليكن ١‏ أساسا ل ۸ كحلقية 
على »K]×[‏ ولتكن ,4 مصفوفة 7 بالنسبة إلى /. (نستخدم اللاحقة × للتأكيد على أن 
عناصر ,4 هي كثيرات حدود في [×]۸ ). دعنا نستبق الأمور قليلا بالجزم بأن رتبة ۸ 
هي ۲. إن هذا يعني أن 4 مصفوفة ما من النوع 1 ×۲ بحيث تنتمي عناصر ,4 إلى [:]1 
التي ليست حلقة تامة رئيسة فقط وإنما هي حلقة إقليدية كذلك. إذن» باستخدام 
العمليات الصفية الابتدائية والعمليات العمودية الابتدائية » نستطيع أن نختزل ,4 إلى 
مصفوفة عوامل لامتغيرة (© ,... ,)148ل حيث [×]۸ © ,© وحيث |٥,‏ ۰۰۰| © (انظر 
البند الخامس في الفصل السابع) . عندئذ» نستطيع أن نجد مصفوفتين كا و ۲ من النوع 
٤‏ ×1 قابلتين للانعكاس على [1)]13 بحيث : 

47 = 0138)6©,, ..., ©( 


ليكن 0 1 a‏ “/ أساس ۴ الذي مصفوفته بالنسبة إلى / هي ×. 
عندئذ فإن ( مر .... ,ا أساس ل ۸۷- في الحقيقة» إنه أساس 77 الذي مصفوفته 
بالنسبة إلى هي 7 (انظر البند الثالث في الفصل السابع) . إذن» إن ۴/۸ هي المجموع 


حساب الأشكال القانونية 55١‏ 
المباشر للحلقيات الجزئية الدوروية المولدة بالعناصر ×+ f + 47, .... f‏ » وإن 
مراتب هذه العناصر هي ٠, ..., ٠,‏ على الترتيب . عندئذ» بالاستناد إلى الرسم 
التخطيطى المعتاد (انظر برهان (۲-۸)) 

0 V 

FIN 

حيث ۷ تمائل » فإننا نجد أن ۷ هي المجموع المباشر للحلقيات الجزئية الدوروية المولدة 
بالعناصر [ ,/) © ... (۴) £ وأن مراتب هذه العناصر هي ,6 ,... ,,6. من الممكن 
لبعض الحلقيات الموجودة فى البداية أن يساوي الصفر ؛ وبالتالى فإن الحلقيات المتبقية 
تعطينا التفريق «اللامتغير الفتل» المطلوب لل . 

من أجل أن نحول هذا إلى برنامج عملي» فإنه يجب علينا أن نعرف كيف نجد 
.... ,ا . تعين المصفوفة × هذه العناصر» وتعتمد × على ,4 التى هى مصفوفة 7 
بالنسبة إلى /. إذن» لكي نبدأ» فإننا نحتاج إلى أن نحد أساسا ل ۷ التي هي نواة8 . 





F 


۴ - نواة ع 
)١-۹۲(‏ مأخوذة 
نستخدم الترميز ا موجود في البند السابق . لتكن (« ,1)0 = (,4) = 4 وضع 


1 

زگ رره رج - :1+ = ره لكل 1,... .1,2 -1. عندئذ» فإن ,۸ ,... ,ب = ۸ أساس 
احز 

ل .N‏ بوجه خاص» إن رتبة ۸تساوي رتبة ۴. 


البرهان 
1 


نلاحظ أولا أن شكل أي عنصر 7 f ٤‏ هو :/(5/8:)2-/ حيث 


i= 


K[x]‏ ع ,ع وأن تأثير £ في مثل هذا العنصر يعطى بواسطة 


557 تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


(0(00 )رم = ,«اومروظ = (601)و)ه 
إذن 0 = ,ناه ره - (۷)ے = (م)ع لأن (« ,»)1 = 4. إذن» كل ,” ينتمي إلى 27. 
الآن» ستثبت أن ۸ يولد ۸. من أجل ذلك نفرض أن */2 هي الحلقية الجزئية 


1 
المولدة بالأساس 7؛ أي ,#[<] ١‏ = *787 . عندئذ» إن 


1<ز 


N* برج‎ (2) 


1 
لتكن ۷ هي مجموعة العناصر التي تنتمي إلى ۴ ومن الشكل :17 :8/0 حيث 


i=] 
۸* + 507, إذن ٭۴ تتكون من جميع العناصر‎ .۴* = N* + ۷ ولتكن‎ »c, e £ 
الآن» واضح أن *۴ زمرة جزئية جمعية من ۴ » وأنها‎ .٠, ٤ حيث */2 ع *7 وكا‎ 
مغلقة بالنسبة إلى الضرب بالسلميات التي تنتمي إلى 1. ندعي أنها حلقية جزئية من‎ 
ْ في الحقيقة » إن ,»= + ,8 = ,رد وبالتالي فإن‎ .F 
x(n* + Zc, f) = (xn* + Zcn,) + a;0; 

عم ا إذن اي يد عندئذ» يستطيع القارئ بسهولة أن يستخدم الاستقراء 
الرياضي ليثبت أن ٭۴ ے *اد لكل 1< 1. إذن» إذا كان [×]۸ € ظط + ... + ندرط + رط 
وكان *ر ع ث/ فإن 

(b, + b,x + ... + bz) f = ]يط‎ + b,(xf) + ... + b,(f) e F* 
. فإن ۴ = *٭۴‎ f, .... f, وبالتالي فإن *۴ حلقية جزئية . بما أن *۴ تحتوي على‎ 

الآنء لیکن :» عنصرا اختياريافى ۸. عندئذ,ء يما أن */ ٤ع‏ #افإن 
zc]‏ + *7 = ها لعناصر مناسبة ۸ € eN* gc‏ *. إذن باستخدام (2) نحصل 
على >c»,‏ = ( )مع + &(n*)‏ = )€ = 0. ولكن العناصر ,لا مستقلة خطيا فى ۷› 
إذن0 = ,> لكل >¡ > 1» وبالتالى» فإن *۸ > * = ١‏ إذن *۸ = ۷ كما ادعينا . 

من أجل أن نتم البرهان» يجب أن نثبت أن #مستقلة خطيا: ويمكن استنتاج 
ذلك من الحقيقة التى مفادها أن ۴/۸ حلقية فتل» كما يكن إثبات ذلك مباشرة كما 
ل الوقن 001 كو عندئذ» بالتعويض عن العناصر ,۸ نحصل على : 


حساب الأشكال القانونية ۹ 
7 3/۵ - 6 ))3 = 0 
i /‏ 


h;(x)f j‏ ;4 - )درج ج 
لم i‏ 


0 لا‎ 27%; n 


بما أن العناصر f,‏ مستقلة خطيا فإن كل معامل في هذه العلاقة يجب أن ينعدم . الآنء 
من أجل الحصول على تناقض » نفرض أنه ليس صحيحا أن جميع العناصر ,۸ تساوي 
الصفرء ونختار ,۸ بحيث تكون درجة ,۸ أعظمية . لتكن هذه الدرجة الأعظمية هي 


7. إذن 0 </» وبالتالى فإن درجة )د هی 1 + 1ء بينما درجة (×);۸ به( أقل 
: 5 : 


من أو تساوي 1. إذن» إن معامل ,/ لا يكن أن يكون صفرا وهذا هو التناقض الذي 


نبحث عنه . 


)5-1١(‏ نتيجة 


إن المصموفة ,4هي 
ب °° <Q‏ لك سن 
عي ال وه 
برأ 1 °° ~A Q2‏ 
البرهان 
من التعريف نحصل على 


أي - = j~ < 1 (Kaf;‏ ¬ كبر - 45 
(19-") نتيجة 


إن لامتغيرات الفتل ل 17هى العوامل اللامتغيرة غير الثابتة ل 4 - ,1×. 


Y٤‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 
البرهان 


نحصل على هذه النتيجة بالاستناد إلى .)۲-٠١(‏ وإلى الدراسة الموجودة فى 
البند السابق . 


* - الشكل القانوني النسبي 

الآنء يوجد لدينا طريقة لإيجاد المصفوفة القانونية النسبية لتحويل خطي (أو 
الشكل القانوني النسبي لمصفوفة)» ولكي نوضح الأمورء فإننا سنعطي مثالا عدديا. 
ولكننا نلاحظ أولا ما يلى : من أجل أن نحصل على أساس ل ۷» بحيث يحول هذا 
الأساس تشاكلا داخليا إلى الشكل القانوني» فإننا نحتاج فقط إلى معرفة المصفوفة × 
ولا نحتاج إلى معرفة المصفوفة 7 (نستخدم ترميز البند الأول). إذن» عندما نختزل 
4 - ,1 فإننا نحتاج إلى تسجيل العمليات الصفية المستخدمة ليس إلاء ولا نحتاج 
إلى تدوين العمليات التي أجريت على الأعمدة. بالرغم من ذلك فإنناء في المثال 
التالى» سوف نسجل العمليات الصفية والعمليات العمودية من أجل مساعدة القارئ 
على مطاف یات 


مثال محلول 
لیکن ۷ فضاء بعده 4 على [) وليكن ړل ,ولا ورلا ر ۷) > «أساسال ۷ . ليكن :0 
تويلا سا [لاأبتحيث کون جره بالعية إلى دهن 


2 0 0 0 

-1 1 0 0 
A = 

0 -1 0 -1 

1 1 1 2 


أو جد أساسا» ل ۷ بحيث تكون (» 11)0 المصفو فة القانونية النسبية ل]0 . أوجد مصفوفة 
1 من النوع 4 ×4 قابلة للانعكاس على © بحيث تكون 47 "7 الشكل القانوني 
ال ك 


حساب الأشكال القانونية 10 


أولاء لتكن 7 حلقية حرة على [] © أساسها ےل ا رگ ,7 = f‏ ولیکن ع 
تشاكل الحلقيات على [] 0 الغامر الذي يرسل f,‏ إلى ,< لكل 4 > : > 1 . عندئذ» 
بالاستناد إلى (۲-۱۲)» فإنه یو جد أساس ل 77 = k۲۴‏ بحيث تكون مصفوفته بالنسبة 


: هي‎ f إلى‎ 
1-2 0 0 0 
x—-1 0 0 
X14 سه‎ 4 = 
1 1 1 


-1 ~1 1 2-2 


تكون الخطوة الأولى هي اختزال هذه المصفوفة على [×]0 إلى مصفوفة عوامل 
لامتغيرة. سوف نستخدم الترميز المقدم في البند الثامن من الفصل السابع للعمليات 
الصفية الابتدائية وللعمليات العمودية الابتدائية » وفي كل مرحلة من مراحل الاختزال 
سوف ندون متتالية العمليات التي تؤثر في تلك المرحلة . 

إن الاختزال يتم كما يلي : 


x-1 0 0 
و‎ 

0 1 xX 

1 1 -1 ×-2 
R, بي جيه‎ 1 0 0 0 
يعر‎ - (x-2)R | |0 =(x-1)(x-2) 0 0 
Ry + 8 0 1 x 
Cı ¬ (x-1)C; | 10 2-2 -1 2-جع‎ 


الآنء نجري العمليات على المصفوفة الجزئية السفلى اليمنى التي من النوع 233 
ولكننا نرقم صفوفها وأعمدتها كما في المصفوفة الأصلية» ونحصل على : 


1٦‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


-(x-1(x-2()( 0 0 


1 x 1 و‎ 
-2 آله‎ 1-2 
R واج‎ 1 x 1 
R;+(x-1)(x-2)R, $ |0 x(x-1)(x—-2) (x-1)(x-2)| جب‎ 
R, -(x—-2)R» 0 -1-x×)×-2( 0 
و‎ 1 0 0 
ا‎ 0 »x)x-1()×-2( )»-1(-2( 
ا اسن‎ 0 


الآنء نجري العمليات على المصفوفة الجزئية المتبقية التي من النوع 2 ×2 وذلك بأن 
نحضر عنصرا من الدرجة الصغرى إلى الموقع القائد. 
ا (2-1()2-2) 


CoC | 0 “(17‏ مده 


(x-1(x-2) 0‏ ا 
EC 0 e‏ 


بالرغم من أن هذه مصفوفة قطرية ‏ إلا أن شرط القسمة غير متحقق . إذن نكمل كما يلي : 


e E 
4 © و‎ 
C4 - )2- 2 7 0 
ا و‎ ١ | 8 
-1xC, 0 )x-1()x-2( 


وبالتالى فإننا تكون قد اختزلنا 4- ,1× إلى ((2-+)*(1-») ,(1-») ,1 ,i4)1ل›‏ 
ومن هنا نجد لامتغيرات الفتل ۷ . وإذا طبقنا متتالية العمليات الصفية ومتتالية العمليات 


حساب الأشكال القانونية 1Y‏ 


العمودية على ,1 على الترتيب». فإننا نحصل على مصفوفتين ' × و ۲ من النوع 4 ×4 
قابلتين للانعكاس على [×]0) بحيث 
))2 -)1(2 ع ,1 - X-(x1,-A)Y = diag(1, 1, x‏ 

إذا کان ۴4 ,۴ ,75 ,1/0 هو أساس ۴ الذي تكون مصفوفته بالنسبة إلى f‏ هي 
له فإن [ 2(۶ -×)*(1-٭) ,1(/5-*) ,2 ,7 يكون أساسا ل ۷ وینتج أن 7/07 
هي المجموع المباشر لحلقية جزتية دوروية مرتبتها (1 -*) مولدة بالعنصر 27+ f‏ 
وحلقية جزئية أخرى مرتبتها (2 -*)(1 - <) مولدة بالعنصر +١‏ 4/ . 

إذن» إن (2 - ×)”(1 -*) ,1 - دهي لامتغيرات الفتل ل ۴/۸ = ۷ وبالتالي فإن 
الفوفة القاوانة الح ده هن 


0 
C(x-1)@ C((x-1)(+-2)) = , : 
1 


O © © مم‎ 
O =¬ © © 


ونسمي هذه المصفوفة ۸. حتى الآن» لم نكن بحاجة إلى معرفة المصفوفة × ولكننا 
سنحتاج إلى حساب × لإيجاد أساس ل ۷ بحيث تكون مصفوفة » بالنسبة إلى هذا 
الأساس هي ۸. نذكر بأن تطبيق متتالية العمليات الصفية المستخدمة أعلاه على ,1 
يعطينا '-]2 وبالتالي فإن تطبيق معكوسات هذه العمليات بالترتيب العكسي على ,1 
يعطينا × (انظر المثال الثالث المحلول في نهاية الفصل العاشر). إذن» إن متتالية 
العمليات التي يجب أن نطبقها هي 
R, + (x— DR, RR, R, + (%-2)R,, R, = (x= 1(6- 2R,‏ 
R OR,R,-R,R, + (2R, R OR,‏ 


وبعد تطبيق هذه العمليات نحصل على 


1۸ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


x-2 -)2-1()*2-2( -)x-2( -1 


إن العمودين الأخيرين في هذه المصفوفة يعطيان إحداثيات ر و4 بالنسبة إلى /؛ 
وبالتاليقإن 0000 
f3 =-(x-2)f + (xf 4‏ 
e‏ 
إذن ۷ هي المجموع المباشر لحلقية جزئية ,۷ دوروية مرتبتها (1 - *) مولدة بالعنصر 
ولا- ونا = ( 1)۷4 - ) + ( ,)21~ )- = (f5)‏ © وحلقية جزئية ر دوروية 


مرتبتها (2 - )1(7 -*) مولدة بالعنصر وا + ۷- =( 8)۴ . بالاستناد إلى 
مه فاته د اسا ك کا مته جوت مت اللعتاضير 
ود + ,0)۷ ,۷ + ر۷ -) ررد + ,نا وبعد الحساب نجد أن هذا الأساس هو 
پ2۷ - ر3۷ + ,4۷ ¬ ۷ + ولاح رلا + EY DY‏ ترا 

عندئذ» ينتج من »)١١-١١(‏ أن مصفوفة » بالنسبة إلى 

و2۷ - ر3۷ + ,4۷ ¬ و۷ + ر۷ ¬ ر۷ +٣‏ ,2۷ ,۷ + لاح و۷ = ر u=‏ 
(الذي هو أساس ل ۷) هي المصفوفة القانونية النسبية ۸ . 

إن مصفوفة الأساس » بالنسبة إلى الأساس الأصلي « هي 


إا ود عد .بن 
O TF,‏ 1 

01 
ف 1ه :0 1 
0 1 1 0 


وبالتالي فإن ۸R‏ = 7147 . ويمكن التحقق من ذلك بواسطة الحساب . (من أجل تجنب 
حساب !1 تحقق من أن ۶0 17ء1 وأن 7۸ = '47) . 


حساب الأشكال القانونية ۲4۹ 


4 - الأشكال النسبية الأولية والأشكال القانونية الجوردانية 

الآن» وبعد أن حصلنا على أساس ل ۷ بحيث تكون مصفوفة 0 بالنسبة إلى هذا 
الأساس قانونية نسبية » فإننا نستطيع بسهولة أن نجد أساسات بحيث تكون مصفوفة ,0 
بالنسبة إلى هذه الأساسات قانونية نسبية أولية أو جوردانية . وكما ذكرنا سابقاء فإن 
إيجاد مثل هذه الأساسات يتطلب تفريق ۷ إلى مجموع مباشر لحلقيات جزئية دوروية 
أولية» وبالاستناد إلى »)١١-/(‏ فإنه يمكن الحصول على مثل هذا التفريق فورا إذا 
عبرنا عن ۷» بطريقة ما» كمجموع مباشر لحلقيات جزئية دوروية . عندئذ» بالاستناد 
إلى (١11-11)و(15-11١).‏ فإننا نعرف كيف نختار أساسات فى المجمعات الدوروية 
الأواية كنيف A O E‏ سوا كرفا أن 
نقوم بتجميع المجمعات المقابلة لعنصر أولي معطى » ثم نرتبها وفقا لتزايد البعد؛ بحيث 
تظهر القطاعات القطرية بالترتيب المناسب على القطر. 


مثال محلول 

استتخدم الترميز الموجود في المثال المحلول في البند السابق» وأوجد أساسات ل 
7 بحيث تكون مصفو فة 0 بالنسبة إلى هذه الأساسات (1) مصفوفة قانونية نسبية أولية» 
([1) مصفوفة جوردانية . أوجد مصفوفتين ا و ۷ بحيث تكون 1'۸۷ شكلا قانونيا 
نسبيا أوليا J‏ ۸ وبحيث تكون ۷۸۷ شكلا جوردانيا قانونيا ل 4. 

لقد حصلنا سابقا على لامتغيرات الفتل ل ۷ وهى (1 -<) و (2 -6-1(*)3). 
إن بلا © 7 = لاحيث الآ دورو مرقهيا لهنم و ا دا دن 
وحيث ر۷ دوروية مرتبتها (2 -2-1(7)2)» مولدة بالعنصر ,۷ + - = 4 . بالاستناد 
إلى »)١١-8(‏ فإن ر۷ هي المجموع المباشر لحلقية دوروية ,ر۷ مرتبتها1(2-:). مولدة 
بالعنصر 2(۷ - ×) وحلقية دوروية يرلا مرتبتها (2 - ×). مولدة بالعنصر ”(1 - )) . 
إذن» إن اللامتغيرات الأولية ل ۷ هي (2 -*) ,1(2 -*) , (1 -*). إذن» فإن 


0 
-1 


ند ي © 6 
اسن .ن 
© © © دم 


V۰‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


هي مصفوفة قانونية نسبية أولية ل»» وإن 


0 0 0 1 
0 0 1 0 
J] =‏ 
0 1 1 0 
2 0 0 0 
هى مصفوفة جوردانية قانونية ل» . نلاحظ أنه يمكن الحصول دائما على هذه المصفوفات 


إذا عرفنا لامتغيرات الفتل ل ۷. ونلاحظ أيضا أنه بالرغم من أن الشكل الجورداني 
القانوني غير متاح على 0 عادة فإنه متاح في هذه الحالة لأن كل لامتغير أولي يظهر 
كقوة لكثيرة حدود خطية . 

من أجل الحصول على أساسات بحيث تكون مصفوفة 0 بالنسبة إلى هذه 
الأساسات من هذه الأشكال. فإننانحسب ()(21 -4) = »(2-*) و 
(1(2)0 -0) = 1 - ») ؛ وبإجراء الحساب تح صل على 
ولاح ۷ - ر۷ = إلا و ,۷ - رلا + ,۷ - = ريا على الترتيب. إذن. فإن 
رولا © رلا © ,۷ = ۷ وإن هذه المركبات دوروية مراتبها 2- × ,”(1-)) ,1 - ×» 
مولدة بالعناصر يها ,4 « على الترتيب . و بالاستناد إلى .)١١-١١(‏ فإن: 

ا۷ سد ر۷ ۳ ۷ ¬ وړ 2۷~ ر۷ و۷ = بالا = ر۷ وول = ر۷) = {Wy U (U), U}‏ 


أساس ل ۷ بحيث يعطي مصفوفة قانونية نسبية أولية ل» . إن مصفوفة هذا الأساس 


بالنسبة إلى ۷ هي : 
1[- 0 0 0 
1 1 1 1 
U =‏ 
0 0 1- 1= 
1[- 2 1- 0 


وبالتالي فإن 747 هي الشكل القانوني النسبي الأولي 7 ؛ ويمكن أن نتأكد من ذلك 
مباشرة . 


حساب الأشكال القانونية ۲۷1 


بالاستناد إلى »)۱٤-۱١(‏ فإن u3‏ ,(») (0-1) ,ريا ,#)؛ أي 
۷ رلا ۳ لا ¬ و۷ = و۷ وق ¬ يالا ¬ ر۷ و۷ = ولا ع أساس يعطي مصفوفة جوردانية ل 
» . إن مصفوفة هذا الأساس بالنسبة إلى ۷ هى 


0 0 0 41 

1 1 0 1 
W = 

0م 1 1- 1 

0 -1 1 [1 


ويمكن للقارئ أن يتأكد بسهولة من أن 4۷W‏ هى المصفوفة الجوردانية ل. 


تمارين على الفصل الثاني عشر 
لكل من المصفوفات التالية ۸ء أوجد مصفوفات قابلة الانعكاس × بحيث تأخذ 
×4× مختلف الأشكال القانونية ل 4. (اعتبر أن الحقل هو ) إذا كان ذلك 
ضروريا من أجل إيجاد الشكل 267 ) . 


0 200 
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- أوجد الشكل القانوني النسبي» والشكل القانوني النسبي الأولي للمصفوفة 


VY 


8د 


م - 


تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


1 1 1 
0 0 0 
1 1 0 


على ,2 وأثبت أن هذه المصفوفة غير متشابهة مع مصفوفة جوردانية على 1 . 
لتكن 4 و 8 مصفوفتين من النوع ”× على الحقل ۸ . أثبت أن 4 و 8 متشابهتان 
على ۸ إذا وفقط إذا كانت ۸ - ,1× و 8 - ,1× متكافئتين على [×]۸ . 

لتكن ۷ حلقية على K]×[‏ بواسطة التحويل الخطى 0 . بالاستناد إلى برهان 
(۲-۹) نقدم أدناه مخططا تمهيديا ا انها لتفريق ۷ كمجموع 
مباشر لحلقيات جزئية دوروية أولية» وبالتالي يمكن استخدامها للحصول على 
الأشكال القانونية ل:0 . أكمل التفاضيل الذاقصة فى كل تعطوة رقن من ية 


(0010 


)( 


(ج) 


(د) 


0. 


الطريقة . 


أوجد المركبات الأولية ل ۷ باستخدام طريقة التمرين الثالث عشر في 
الفصل الحادي عشر . إن هذا يختزل مسألتنا إلى الحالة التي تكون فيها 
7 أولية . 

الآنء افرض أن ۷ حلقية فتل من النوع م حيث (:)م = م عنصر أولي في 
[:] . لتكن ( ,ا ,... ,47 أية مجموعة مولدة ل ۷ كحلقية على [×]۸ 
(على سبيل المثال» يمكن أن نأخذ أساسا ل 1). أوجد المرتبة "م لكل 
,۷ . أعد الترقيم بحيث يكون ,۸ < ,7 لكل 1. 

لتكن ,۷ هي الحلقية الجزئية المولدة بالعنصر ,. إذا كانت درجة "م 
هي ع فإن [[ن) 1 ... ,ليد ۷,2 = ۷ أساس 3 ,۷. 23< 
احذف من المجموعة المولدة جميع العناصر ١,‏ التي تنتمي إلى ,17 . 
لكل 1< 1ء أوجد أصغر عدد صحيح 0 < ,71 بحيث pv; eV,‏ . 
احصل على العبارة (*) رن = ر« (*)م وذلك عن طريق كتابة 
ر« "م كتركيب خطي من عناصر ,۷ . أثبت أن زي | ”م » وأنه إذا كان 


حساب الأشكال القانونية YY‏ 


8 "م = ره و ر۷ - بلاع إ۷ فإنمرتبة إا هي "م و 
K[ x; = 17 © Kx:‏ + 17 . لاحظ أن ,۸ > ,ام 

(ه) الآنء نستطيع أن نفرض أن ;۸]×[۷ © ,۷ = ;[×]۸ + 1 لكل 1 <1. 
الآنء أعد ترقيم ,۷ ... ورلا بحيث تكول مرتبة رلا هي "م حيث ,۸ 2 ,۸ 
13 لمكن E‏ = 
تابع هذه الطريقة خطوة خطوة لكي تمدد المجموع ر۷ © ۷ إلى تفريق 
مباشر ل ۷ إلى مجمعات دوروية. 

استخدم الطريقة المعطاة في التمرين السابق لإيجاد مصوفة ا بحيث تكون 

]مال في الشكل القانوني الجورداني حيث 


0 0 -1 
4 -|1 1 -1 
1 0 2 


حاول أن تطبق هذه الطريقة على مصفوفات التمارين السابقة . 

لیکن » تشاكلا داخليا لفضاء متجه ۷ (ذي بعد مناسب على )) بحيث تكون 
(۷ ,1)0 إحدى مصفوفات التمرين الأول» حيث ۷ أساس مال ۷. صف 
جميع المتجهات ۶0 ۷ بحيث ۸۷ = 00 لعنصر ما ) € 4. تسمى المتجهات 
التى من هذا النمط «متجهات ذاتية) (5دماءع'تمععء) ل0 . (إرشاد: يكن 
للغار أن سكين اا عرد 9 
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إنشاء (بناء) الحلقة 
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Quaternion 
Quotient module 


Quotient ring 
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Rank of module 
Rational canonical form 
matrix 
Reduction of matrix 
Redundance of hypotheses 
Relations 
Remainder theorem 
Representative 
Represents Zero 
Residue class modulo n 
ring 
Restriction of a function 
R-homomorphism 
Right R-module 
Ring, additive group of 
construction Of 
definition of 


Noetherian 


لا مثال على الحلقة 

حلقة التحويلات الخطية 
حلقة مصفوفات 

حلقة دوال كثيرات الحدود 
حلقة القسمة 

المجموع المباشر للحلقات 
أمثلة على الحلقات 
أنواع خاصة من الحلقات 
حلقية على # 

جذر 

ا 

قاعدة الإبهام 


سلمى 


ضير ا 

شبه زمرة 

متتالية عوامل لا متغيرة 
متتالية لا متغيرات الفتل 
تومير بصيو 
مصفوفات متشابهة 
مجموعة مولدة 
اا ار 

ترميز القوس المربع 


ثبت المصطلحات ۳۰1 


non-example 
of linear transformations 
of matrices 
of polynomial functions 
quotient 
Rings, direct sum of 
examples 
Rings, special classes of 
with a multiplicative identity 
R-module 
Root 
Row operation 
Rule of thumb 


0 


Scalar 

Secondary operation 

Semigroup 

Sequence of invariant factors 
of torsion invariants 

Shorthand notation 

similar matrices 

Spanning set 

Splitting property 


Square bracket notation 
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زمرة جزئية Subgroup‏ 
مصفوفة جزئية Submatrix‏ 
حلقية جزئية Submodule‏ 
حلقة جزئية Subring‏ 
مجمع Summand‏ 
فتل Torsion‏ 
عنصر فتل element‏ 

عديم الفتل free‏ 
عنصر عديم الفتل element‏ 

حلقية عديمة الفتل module‏ 

الرتبة الحرة من الفتل rank‏ 
لامتغيرات الفتل ivariants‏ 
حلقية فتل module‏ 
مصفوفات مثلثية Triangular matrices‏ 
عديد Tuple‏ 
عملية أحادية Unary operation‏ 
حلقة تحليل وحيد Unique factorization domain (UFD)‏ 
وحدانية ش Uniqueness‏ 
وحدانية التفريق of decomposition‏ 


of factorization وحدانية التحليل‎ 


ثبت المصطلحات ۳ 


عنصر وحدة ش Unit‏ 
جبرية شاملة Universal algebra‏ 
خاصة شاملة property‏ 
خاصة شاملة للمجاميع المباشرة for direct sums‏ 

خاصة شاملة لحلقات كثيرات الحدود for polynomial rings‏ 

أساس غير مرتب Unordered basis‏ 
تحت سقف Up to‏ 
ينعدم (يتلاشى) تطابقيا Vanish identically‏ 
حلقية بواسطة » Via a, module‏ 
صفر Zero‏ 


قاسم للصفر divisor‏ 


٤ آبل‎ 


إرتفاع مجموعة مولدة ١89‏ 

أساس غير مرتب ٠۳١‏ 
لحلقية حرة ١١9‏ 
مرتب ١760‏ 

إسقاطات إحداثية ٤۲‏ 

أعداد جاوس ۷ 

اقتصار دالة ١١١‏ 

إقليدي ۲۷ 

الزمرة الجمعية لحلقة ۲١‏ 

المبرهنة الأساسية فى الجبر ۲۳۸ 
الرئيسة 154 2 


تحويل خطي دوروي ۳١‏ 
تشاكل حلقات ۲٤‏ 


كشاف الهو ضو عات 


حلقيات ٠١۲‏ 
زمر 54 
طبيعى ۲۷ 
على ٠١7 FR‏ 
غامر ۲٤‏ 
متباين ۲٤‏ 
داخلى للحلقة ۲٤‏ 
للحلقية ٠١١‏ 
للزمرة الإبدالية ١١‏ 
للفضاء المتجه 45 
تصنيف الحلقيات ١۷١‏ 
الزمر الإبدالية ٠٠١0‏ 
تعريف الحلقة ٤‏ 
الحلقية 947 
تغيير الأساس ١9‏ 
تفريق أولى ١77‏ 
تماثل 0 
ذاتي 75 


تمثيل ۲۱۲ 


جبر شامل ال ١‏ 


جبرية على حقل 01 


جذور مميزة 50٠١‏ 


حقل مغلق جبريا 7178 
حساب اللامتغيرات ۲٠٣١‏ 
حلقة إبدالية ٠٤‏ 
إقليدية ۷۸ 
بمحايد ١5‏ 
تامة ١5‏ 
رئيسة ۷۸ 
تحليل وحيد ۷۲ 
التحويلات الخطية ٩‏ 
التشاكلات الداخلية ١١‏ 
جاوس ۷۲ 
جزئية ١9‏ 
دوال كثيرات الحدود 5ه 
فصول الرواسب ۲۹ 
كثيرات الحدود 45 
مصفوفات ۸ 
نويثرية ۸٩‏ 
حلقية أولية ٠١۸‏ 
بواسطة » ٩۷‏ 
القسمة ٠١١‏ 
جزئية ٩۷‏ 
دوروية ٠١۲‏ 
حرة ١١9‏ 
دوروية ؟١٠‏ 
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أولية ٠١۸‏ 
عدية الفتل ١١6‏ 
على 8 ٩۲‏ 
غير قابلة للتفريق ١8١‏ 
فتل ١١6‏ 

من التوع م ١78‏ 
القسمة ه١٠‏ 
مولدة نهائيا ٠٠۲‏ 
يسرى على 1 ٩۳‏ 
يمنى على 2 ٩۳‏ 


خاصة الانشطار ١5٠‏ 
شاملة لحلقات كثيرات الحدود "١‏ 
للمجاميع المباشرة 1۰ 
القسمة الإقليدية ۳۷ 
خوارزمية إقليدس ۸۴ 
خواص التحليل ل7 55 


دالة إقليدية ۷۸ 
ضربية "الا 
كثيرة حدود 5 ۵ 
معيار ۷۳ 

درجة كثيرة حدود 49 


رتبة حرة من الفتل ١7١‏ 
الحلقية ٠١٠١‏ 


عنصر في زمرة ۱١۷١‏ 
غير منتهية ۱١١۷‏ 


رسم ت تخطيطي إبدالي (تبادلي) ۲۹ 


حرة 5 ٠١‏ 
مولدة نهائيا 7١7‏ 
جزئية ٩۸‏ 


زمرة إبدالية ٤‏ 


۲١ جمعية‎ 
۲١ لحلقة‎ 


دوروية 4 


شبه زمرة ؟ 


شرط السلسلة التصاعدية ۸۹ 
شكل جوردان القانونی ١15‏ 
قانونی نسبى 757 


سلّمي ۲۲۹ 


كشاف الموضوعات ا 


طول العنصر ١6١‏ 


عامل مشترك أعلى ۸٤‏ 
علاقات ۲۱۳ 
عمليات صفية ١٤۷‏ 
ابتدائية ١٤١‏ 
على المركبات ٤١‏ 
عمودية ١٤١‏ 
ابتدائية ١٤١‏ 
نقطية 4 
عملية أحادية ٣‏ 
ثانوية ٠١١‏ 
عنصر جید ۸۱ 
دوري ۱۱١‏ 
سىء ۸۱ 
عديم الفتل ٠٠١‏ 
فتل ١١6‏ 
محايد ٤‏ 
ضربي ١4‏ 
000 
عوامل لامتغيرة لحلقية ٠١١‏ 
لمصفوفة ١61“‏ 


غير قابلة للتحليل ۷١‏ 
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فصل تطابق قياس 2 ٦‏ 
راسب قياس 58" 
فضاء جزئی لامتغير 49 
متجه حر ۱۱۸ 

فيض الفروض ١58‏ 


قاسم 1¥ 


۲٤٤ إبتدائى‎ 

١٤ للصفر‎ 

مشترك أعظم ۸٤‏ 
قانون الاختصار ٠١‏ 

٤ تجميعي‎ 

متوازي الأضلاع ٠١‏ 


۲۲٢ قطاع‎ 


قيمة ذاتية 70٠‏ 
كثيرة حدود ثابتة ٤٩‏ 
كثيرة حدود أصغرية 
لتحويل خطي ۲۳۲ 
نفو فة 45+ 
مميزة ۲٤١‏ 
واحدية ۲۲۹ 


لامتغيرات أولية ۲۰۷ 


١١١ الفتل‎ 


مبرهنات التماثل للحلقات ۲۹ 
للحلقيات ٠١6‏ 
مبرهنة الباقي 07 
التفريق ٠١١‏ 
جاوس ۸۸ 
الجبر الأساسية ۲۳۸ 
رئيسة ١١5‏ 
كيلي - هاملتون ٠90‏ 
متتالية عوامل لامتغيرة ٠١١‏ 
لامتغيرات الفتل ٠١١‏ 
متجه ذاتی ۲۷۳ 
متشا ركان ٩۷‏ 
مثالى 7 
أيسر 44 
ترتيب لحلقية دوروية ٠١١‏ 
ل 
رئيسي ۷۸ 
مجموعة القوة ۷ 
غير مستقلة خطيا ١١9‏ 
مرتبطة خطيا ١١۹‏ 
مستقلة خطيا ١١9‏ 
مولدة ۱۱۸ 
مجموع قطري لمصفوفات ۲۲۸ 
مباشر خارجي 55 
داخلی 6 
لتحويلات تخطية ۲۲۷ 
لحلقات ٤١‏ 


لحلقيات ٠١"‏ 
مرباع ٠١‏ 
مرباعان مترافقان ٠١‏ 
مرتبة تحويل خطي دوروي 77١‏ 
حلقية دوروية ١16‏ 
عنصر فى حلقية ١56‏ 
مركبة 1١8‏ 
أولية ٠۷۸‏ 
مسلّمة الاختيار ۸١‏ 
مصغر ۱٥۳‏ 
من النوع 1 1١‏ 
مصفوفات متشابهة ٤‏ ۲۲ 
متكافئة ١٤ ٤‏ 
مصفوفة جزئية ٠١۴‏ 
جوردان القانونية 755 
جوردانية 515 
ابتدائية من النوع 2 4١‏ ” 
من النوع A‏ 
رفيقة ۲۳۷ 
علاقات ۲۱۸ 
العوامل اللامتغيرة ٠١١‏ 
غير شاذة ۱۳۷ 
قابلة للانعكاس ۱۳۷ 


نسبية أولية 57 7 
الوحدة (محايدة) 4 
مولدات حرة ١١8‏ 
لحلقة ٠٠‏ 
جزئية o‏ 


كشاف الموضوعات احلا 


الحلقية 49 
جزئية 49 
لزمرة إبدالية ٠٠٠١‏ 


٣١ لمثالى‎ 

مولد نهائيا ٠١"‏ 

وحدانية التحليل ٦۷‏ 
التفريق ١569‏ 


يقسم 1۷ 


يمثل الصفر 7١١‏ 


یولد بحرّية ۱۱۸ 


